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Г л а в  а  XII.
Общее уравнение линий 2-го порядка.
Исследование общего уравнения 2-й степени относительно обыкновенных 
декартовых координат х, у  на плоскости или трех однородных координат 
x \ y : z  имеет прежде всего целью выяснить, какого рода линии могут изо­
бражаться таким уравнением с любыми произвольными значениями коэфи- 
циентов. Это исследование показывает, что общее уравнение может изобра­
жать, если не считать пары прямых (когда левая часть уравнения распадается 
на два*линейных множителя) и мнимых линий, только линии трех уже изу­
ченных нами предварительно типов, именно эллипсы, гиперболы и параболы.
Основным приемом последующего исследования нам будет служить рас­
смотрение пересечения линии, изображаемой данным уравнением, с прямыми 
пучка, центр которого мы будем помещать относительно линии в том или 
ином месте, в зависимости от надобности. Это исследование устанавливает 
ряд\ общих геометрических свойств линий 2-го порядка, имеющих самостоя­
тельную геометрическую ценность для изучения линий; вместе с тем эти 
свойства позволяют найти путь для упрощения общего уравнения линии 
выбором подходящей системы координат, именно путь для приведения общего 
уравнения к каноническому виду.
1. Общее уравнение 2-й степени. ,
Общее уравнение 2-й степени с двумя переменными х  и у  (двумя 
декартовыми координатами)* должно содержать шесть членов, а именно: 
три члена второй степени относительно координат:
х 2, ху у2,
затем два члена первой степени с х  и у и, наконец, свободный член.
Это уравнение мы будем писать в следующем виде:
Д11*2 +  2а ^ х у  +  а шу 2 2 а13х  +  2 а ^ у  -j- а т  =  0 , ( 1)
обозначая все его коэфициенты одной и той же буквой а  с двумя 
значкам^; индексы при коэфициентах выбраны так, чтобы они указы­
вали, какие из переменных х  или у  входят в соответствующий член 
и в какой степени. Так, коэфициент первого члена ап должен напо­
минать, что в этот член первое переменное л: входит Множителем 
дважды (т. е. во 2-й степени); подобным образом коэфициент 2я12 по­
казывает, что в соответствующий член левой части уравнения каждое 
из переменных х и у  (первое и второе) входит множителем по одному 
разу. В коэфициентах при членах первой степени или. в свободном 
члене значок 3 можно было бы опустить совсем, но тогда у нас обо­
значение вышло бы пестрым: одни коэфициенты были бы с двумя
а .
>
о
значками, другие (члены 1-й степени)—с одним значком, а свободный 
член оказался бы вовсе без индекса. Во всех этих членах мы ставим 
/ дополнительный значок 3, введение которого получает свое оправда­
ние при переходе к так называемым однородным координатам.
Будем обозначать каждую из декартовых координат х , у  через от­
ношение одной из двух переменных х ' , у ' к третьему переменному г7, 
т. е. положим
отношения двух из трех чисел x r : у / : z' к третьему (последнему), об  ^
ратно, можно всегда истолковать как декартовы координаты точки. 
Эти три числа х ' : у ' : г 7 определяют, следовательно, относительно дан­
ной декартовой системы координат точку, а потому они сами могут 
быть названы координатами точки. Эти координаты называются одно­
родными, так как важны лишь их отношения, и две тройки x r: y ' : z '  
и m x'\m y '\m z ' , где т —-любой множитель, отличный от нуля, будут 
определять одну и ту же точку. Однородными они называются еще и 
потому, что уравнение каждой алгебраической линии при переходе 
к этим координатам становится однородным, например, уравнение 
прямой:
Ах ~j- By -j- С =  О
i
или уравнение окружности:
х 2 -|-у2 -f- 2 ах  2 by —j— с =  О
;
при указанной замене перейдут в однородные уравнения;
A x ' B y '  -j- Czr =  О, 
х '2 -\-у '2 -{- 2axrzr -f- 2by'z'-\-cz'2 =  0 .
Каждой из однородных координат можно условиться давать лишь 
конечные значения; так, при z ' , отличном от нуля, мы будем получать 
точки на конечном расстоянии, при z' =  0 получим точки бесконечно уда­
ленные. В частности, если принять z ' =  1, то
х  — х ' , у  = у ' .
В дальнейшем мы будем однородные координаты обозначать без 
штрихов сверху, через x :y : z .  1
Итак, введем однородные координаты, заменив в уравнении ( 1)
х ух  на — , у на -— ,z У  z
\
после чего умножим уравнение на z2; тогда его левая часть будет од­
нородной относительно трех переменных х, у , г:
апх*- +  2al2xy-J-а,2у2 - f  2avixz +  2anyz +  a^z* =  0, (2)
> '  I
и значок 3 в коэфициентах будет как-раз соответствовать в том или 
ином члене левой части наличию третьего переменного г, подобно 
тому как индексы 1 и 2 указывают на переменные л; и у.
6
, Обращаем особенное внимание на то, что для удобства и симмет­
рии дальнейших преобразований мы коэфициенты при парных произ­
ведениях координат обозначили через
такихм образом самые а 12> а 13, а.2;> будут равны половина^  соответ­
ствующих коэфициентов.
Например, если дано уравнение:
Зх2-— 4 ху — 5y2-f- 1х — 8 у 4 13 =  0,
то
а и 3, 2 а19 — 4, <2^2 = - 5 , 2« 1« =- 7 , 2aos —— 8, —= 13,
или
я 11 — 3,
а 12 — — 2;
а22 =  
aVb —
= — 5; 
= 3,5;
а'д'6 ~ 
а2Ъ z
=  13;
-  4.
Условимся в дальнейшем для коэфициентов с двумя различными 
индексами допускать их перестановку, если это нам понадобится для 
симметрии записи; согласно этому условию будем считать, что
а<2D а.:32 >
Однородный многочлен какой-либо степени называют в алгебре 
формою: форма с двумя переменными называется бинарной, форма 
с тремя переменными — троичной; форма 1-й степени называется ли­
нейною, форма 2-й степени — квадратичною. Левая часть уравнения (2) 
будет согласно этим наименованиям квадратичною троичною формой; 
мы ее обозначим для краткости через 2F  (х , у, г) или просто че­
рез 2F. Составим половины частных производных от этой функции по 
каждому из переменных х , у, z, считая каждый раз остальные посто-
янными; тогда *
9
Л II— а^ус -|- а 12у  —(—
к - = ^Г*' ~Г а22У + (3)
~ аЩХ “Ь аЪ2У aWZ’
Здесь при записи этих производных использовано условие возможности 
перестановки индексов у коэфициентов, благодаря чему вся схема по­
лучилась весьма симметричной и закономерной.
Между найденными частными производными, как это легко прове­
рить, существует следующее тождественное соотношение:
* К + уК + * //' =  2F-<4>
Написанное соотношение является частным случаем (для однород­
ных функций 2-Й степени) общей теоремы Эйлера об однородных функ­
циях измерения т ,  именно теоремы
7
Полагая здесь Ф =  2F  и т  =  2, мы и получим соотношение (4). То­
ждественным соотношением (4) нам в дальнейшем придется неодно­
кратно пользоваться.
Уравнение 2-й степени относительно переменных х н у ,  понимае­
мых как .две декартовы координаты, будет уравнением линии 2-го по­
рядка. Этф уравнение содержит шесть коэфициентов, относительно 
которых оно однородно.
Каждый разк как мы потребуем, чтобы наша линия 2-го порядка 
проходила через некоторую заданную точку (х {; мы, выражая это 
условие, получим одно соотношение между коэфициентами:
а пх I2 2а\^ \У i а22^ 12+
Таким образом, если мы желаем определить пять отношений между 
шестью коэфициентами,' мы должны иметь пять аналогичных соотно-* 
шений, иначе говоря, чтобы определить линию 2-го порядка, мы 
должны дать пять точек , через которые она проходит; тогда из пяти 
уравнений:
^\\х \2 ~~1"~ 2^12^ 1 Ух - W i 2 - L 24 i Xl +  2ажУ\. ~ - =
апх 2а - -  2а12лг2у2 - -  Ч%Уг - 2ct^x^ - 2 а2^ у2 - ~ а38 ~
° \ Л 2 “ - 2а12дг3у3 - -  ЧъУъ ~— 2й13лг8 - -  2а23<у3 - -  ат  =
а \\х  2 ~-  2al2x iy i - -  W ?  - -  2а13лг4 - ~ 2 а23У4 ~~~ азз “
а ПХЬ + 2а12ХьУо^V ЧъУь2 - -  2«i3*5 -|Ь 2а<23Уб Н-  а33 =
мы определим отношения пяти из коэфициентов а п : а 12: а22: а 13 : я23 : 
к шестому и подставим эти отношения в уравнение линии (1). 
Результат исключения указанных коэфициентов из шести однородных 
уравнений (1) и (5), как известно, -можно написать в виде равенства 
нулю определителя, составленного из коэфициентов при ап, а22, я33>
а. а а,12’ с 18* 28*
X 2 х у * У * X У 1
* i 2 х х У х У х 2 У 1 1
Х 2  У  2 У  2 Х 2 У '2
1
о х з У з
СО Х о
» .> У ь
1
X  2
Х 4 г У  4 У  2 Х 4 У 4 1
У  ^Х б * ь У ь У х ? *Г> У  5 1
Таково будет уравнение линии 2-го порядка, проходящей через 
• пять заданных различных точек.
Заметим, между прочим, что когда даны пять точек числовыми зна­
чениями координат, может оказаться проще составить и разрешить си­
стему уравнений (5) . для определения коэфициентов уравнения (1) 
искомой линии, чем развертывать определитель б-го порядка (6) для 
получения окончательного уравнения линии.
При некоторых частных расположениях данных пяти точек уравне­
ние (6) может оказаться тождественно исчезающим; это будет обозна­
чать, что система уравнений (5) недостаточна для определения всех
8
коэфициентов aik и через данные пять точек возможно провести бес- 
численное множество линий 2-го порядка.
Упражнения. 576. Показать, что линия 2-го порядка, проходящая через 
пять точек ( — 2; 0), (0; — 1), (3; 0), (0; 2), (4; 3), будет изображаться урав­
нением:
- х 2 — 2ху  +  Зу2 — л: — 3у  — 6 =  0.
577. Показать, что линия 
(1; 1), ( - 1; - 1), (2; — 2), ( 
точку
2-го порядка, проходящая через пять точек; 
-3; 3), (2; 3), проходит также и через шестую
16 17
2. Перенос начала координат; его инварианты.
Возьмем общее уравнение линии 2-го порядка:
2F  =  йплг2 4 . 2aVixy +  -f- 2а^ х  +  2а^у  +  а88 =  0 ( 1)
т и преобразуем его к новой системе координат, перенося начало коор-: 
динат в какую-либо произвольную точку (х t; у г) с сохранением на­
правления осей. Нам, следовательно, в уравнении (1) придется сделать 
подстановку:
/
х  — x l -j- X , |
у ~ У \Л ~  J
где через X , У обозначены новые координаты какой-либо точки Мг 
которая в старой системе определялась координатами (х; у). Итак, 
уравнение нашей линии относительно новой системы координат будет:
аи(Х  +  x t f  +  2 а ^ Х  +  ( К + Л )
+  2 я23( Г + Л )
а22( ^ ~\~Уд2 %aiz{X-]-X j)- |-  
3^8 =  0
или в развернутом виде:
сi\\X ^ — 2,(IhqX Y — {—  UooУ^ 2  (&1 ^х* - - J —  йлоУ-i — I-  &)Х — 1—
+  2 (ап х х +  4 2y1 - f  а^) Y + a nx * - \ - 2 a l2x iy l +
+  W i 2 +  2an x i +  2V i  +  =  °- (8)  -
Полученное уравнение мы можем записать сокращенно на основании 
нижеследующих замечаний.
После преобразования три старших члена сохранили свои коэфи- 
циенты; затем свободный член преобразованного уравнения оказался 
равным значению левой части начального уравнения, в которую вместо 
текущих коор£14нат (х; у) подставлены координаты нового начала 
(хг; у х), этот свободный член поэтому можно коротко обозначить 
через 2F(xx; y j ,  или еще проще — через 2F v Что касается коэфициен­
тов при первых степенях X  и У, то они представляют собой значения 
частных производных от левой части уравнения 2F, в которые (произ­
водные) вместо текущих координат опять подставлены координаты 
нового начала; мы их обозначим соответственно через- 2Fx и 2Fy .
Итак, преобразованное уравнение может быть написано следующим 
образом: .
"и * 2 +  2я12* К +  а2у  +  2F Х +  2F  Y +  2F, 0. Ю
э
Напишем преобразованное уравнение в виде:
« и * 2 +  to'^ XY  +  < 2 У* +  +  2 а'л О,
произведя указанную подстановку (7). Мы теперь знаем, как выра­
жаются новые коэфициенты через прежние и параметры преобразова-
, м ы нашли, что:
а Н* 1
!= « ц >
/а __
12 : « 12»
/
«.» =w —i *^22’
« '«  == « 2 3✓ -р « « з з  ==  2 F v
(9)
Так как мы здесь имеем шесть уравнений между старыми и но­
выми коэфициентами и параметрами преобразования x v y v то, исклю­
чая из этих уравнений два параметра подстановки x v y v мы должны 
получить четыре соотношения между старыми и новыми коэфициентами.
Три из этих соотношений непосредственно видны — это три пер­
вых уравнения системы (9), они уже не содержат x v у х] остается 
найти лишь четвертое соотношение, не содержащее x v y v
Составим определитель из всех коэфициентов общего уравнения, 
сохраняя то их расположение, которое они имеют в таблице (3) част­
ных производных левой части уравнения, т. е. определитель:
а и « 1 2  «1 3
О;21 а22 а23
а ,
( 10)
*31 «32 “ 38
и назовем его дискриминантом из всех коэфициентов уравнения или 
•функции 2F. '
Составим теперь дискриминант преобразованного уравнения:
А'
г t Sf
алл а Cl Лi t 12 13
ч / г
«21 «22 «23
/ / г
«31 «32
Д ■ 33
тюдставив в него выражения (9) новых коэфициентов, имеем:
А'
«и «12 F*>
«21 «22 ч
* 4 FV> 2F,
с и )
Пользуясь элементарными свойствами определителя, произведем в э^ом 
определителе следующее преобразование: вычтем из элементов третьего 
столбца соответственные элементы первого столбца, умножив их 
на x v и соответственные элементы второго столбца, умножив их на 
-ух; тогда получим:
А'
« п ; « 1 2 « 1 8
« 2 1 « 2 2 « 2 В
F, F F
* 1 Ух *Х
(11 ’ )
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так как в силу соотношений (3) и (4) при * i  =
eu * i -  - «и»
^  - - « « Л - - V i  = а 2‘6>
2 ^ t - Y F  " Г ж , 1
Ь
*
у •н
иГ 1«
Теперь в определителе (П О  ’.проделаем аналогичное преобразо­
вание по строкам, а именно вычтем из элементов последней строки 
соответственные элементы первой строки, умножив их на x v и соот­
ветственные элементы второй строки, умножив их на у {] тогда по­
лучим:
а и а {2 а \ъ
Д '  = а '2\ й '22 а ъъ
а т
•ч
а т
А ' : =  А;
это и будет искомое четвертое соотношение.
Итак, старые коэфициенты связаны с*коэфицие‘нтами уравнения, 
преобразованного переносом начала, четырьмя соотношениями:
/ / 
а 12> =  а 22 — а 22>
А' — А. (12)
Эти соотношения не зависят от координат x v у х нового начала, 
поэтому они будут сохраняться неизменными (инвариантными) при 
любом переносе начала в какую угодно точку. Самый вид этих соот­
ношений показывает, что каждая из четырех функций коэфициентов
начального уравнения:
А  =— a lv
*
h ~ 
i'H ~
— <2} О,
(13)
■ =: ^2*2 >
ч
/
h'-=  A i 1
сохраняет одно и то же свое значение при любом переносе начала;
поэтому эти четыре функции называются инвариантами преобразо­
вания, состоящего из переноса начала координат.
Таким образом относительно преобразования переноса начала 
общее уравнение имеет четыре инварианта, а именно три козфи- 
циента старших членов и дискриминант из всех коэфициентов.
Четыре инвариантных соотношения (12) можно использовать для 
определения новых коэфициентов преобразованного уравнения, не 
производя самого преобразования переноса начала, если даны два до­
полнительных условия, характеризующие преобразование. Эти два до­
полнительных условия вместе с четырьмя соотношениями (12) и опре­
делят все шесть новых коэфициентов.
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Упражнения. 578. Начало координат переносится для линии 2-го порядка
З* 2 — 4 ху  +  у 2 +  4х +  63/ — 39 =  О
в такую точку, что в преобразованном уравнении пропадает член с 1-й сте­
пенью ординаты и свободный член; найти остальные коэфициенты преобразо­
ванного уравнения.
Указание. В преобразованном уравнении коэфициенты старших членов 
должны сохраниться, коэфициенты а23 и а33 по условию обращаются в нули, 
поэтому преобразованное уравнение должно иметь вид:
Зл:2 — 4ху +  У2 +  2 а13х  — 0.
Неизвестный коэфициент а13 определится на основании инвариантности
дискриминанта, т. е. из условия, что дискриминант из всех коэфициентов 
старого уравнения должен равняться дискриминанту из коэфициентов пре­
образованного уравнения:
3 — 2 2 - 3 - 2 a'is
— 2 1 3 — — 2
* *
1 0
2 3 — 39 «31 0 0
откуда
или
a 'ls =  zt 4.
579. Начало координат переносится для линии 2-го порядка
5* 2 +  8ху -[- Зу* + 10.*“ — 12у — 400 =  О
в такую точку, что в преобразованном уравнении пропадают члены с первыми 
степенями координат; найдите преобразованное уравнение.
3. Распадение линии 2-го порядка на пару прямых.
'Если левая часть уравнения (1) распадается на два линейных 
множителя:
(А х  -\-By~\-C) (А 'х  - f -  В 'у  +  С )  =  0 ,  (14)
то говорят, что линия, изображаемая уравнением -(1), распадается на 
пару прямых, ибо уравнение (14) изображает совокупность двух пря­
мых, именно прямой:
Лх ~j~ By -j— С =  О
и прямой
‘ А 'х ^ -В 'у  +  С  =  0.
Если уравнение (1) может быть представлено в виде (14), т. е. 2F  
распадается на два линейных множителя, то легко убедиться, что ди­
скриминант А обращается в нуль. В самом деле, развернем левую 
часть уравнения (14):
А А 'х2 +  (АВ ' +  А 'В ) ху  +  В В 'у2 (А С  +  А ГС) х  +  (В С  +  В 'С) у  +  
СС' =  0 * (14')
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и составим его дискриминант
или
АА'
АВ'  +  А'В 
2
АС' +  А' С
2
АВ' +  А'В
2
В В '
ВС' +  В 'с  
2
АС' +  А'С 
2
ВС'  +  В 'с  
2
с а
A A '-f-A 'A  
А В ' +  А 'В  
А С  ф- А ' С
ВА Г +  В 'А  
В В ' + -  В'Вг> 
В С  +  В 'С
С Л '.+  С  А 
СВГ ф- С В
с с  +  с  с
Если его написать в виде суммы двух определителей:
8
А ' В А ’  + С А '  - [ -  С  А
В ' В В '  { - В ’ В С В '  +  С В
+
С В С  - \ - В ' С С С  С  С
А В  А '  +  В ' А С А '  +  С ' А
А '
Ф -  —
'  8
В В В '  - ) -  В ' В С В '  - { - С В У
С В С '  - f  В ’ С C C - j - C ' C
то мы можем выкинуть в каждом из них во вторых и третьих столб­
цах слагаемые, соответственно пропорциональные элементам первого 
столбца: *
А' В'А. С'А А ВА' СА'^
 |оо
.11<1 в г В 'В С В _L .ii:Т  8 В ВВ' СВ' ,
с В'С С  С С В С С С
и мы увидим, что элементы двух последних - столбцов в каждом из 
полученных определителей пропорциональны, а потому:
Л == 0.
Итак, если линия 2-го порядка распадается на пару прямых, то 
дискриминант А ее уравнения обращается в нуль. Тот же результат 
можно получить и другим способом, из которого легко извлечь дока­
зательство и обратного предложения.
Возьмем уравнение линии 2-го порядка в виде:
я 2 2 у 3  ф -  2  (а 12х  “ Ь  У a n x<l -\с 2 а1$х  +  а т
и, предполагая д22 ф  Ф разрешим его относительно у:
— (а 12* “Ь а2;)) — Y  Ф
О
.У а 22
где принято
Ф — 12Х “Ь* (.а11Х" 4“ 2^13х  ^зз)’
(15)
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Чтобы уравнение (1) или (15) изображало пару прямых, нужно, 
чтобы выражение Ф, стоящее под радикалом, было полным квадратом, 
линейной функции относительно л;. Трехчлен 2-й степени относи­
тельно х:
Ф — (#i22 а11а22) х2  ^(я 1^ 2* 1*3^ 22) Х (^232 ^22%з)
будет полным квадратом, если произведение его крайних коэфициен- 
тов равно квадрату половины среднего (и только в этом случае),, 
т. е. если
а  1 1 ^ 22)  ( Л2*3~ ( й  12^23 Я 13Я22f  =  0.
Развертывая это последнее условие, мы убедимся, что оно равно­
сильно условию А =  0.
Обратно, если дискриминант А обращается в нуль, тогда трех­
член Ф будет полным квадратом; из уравнения (1) для у мы найдем 
выражение (15) в виде линейной функции относительно х, т. е. ли­
ния ( 1) будет распадаться на пару прямых.
Выше мы предполагали а22 ф  О; если же а22 =  0, но а п ф  0, мы 
могли бы разрешить уравнение ( 1) относительно х  и получили бы 
аналогичное заключение.
Если, наконец, и а п =  0 ,' и а 22 =  0, но аЛ2 ф  0, то уравнение (1) 
примет вид: *
2а12ху  ф  2а1Ъх  ф  2а2Ьу  ф ^33 =  0 , (16)
а его дискриминант, как легко сосчитать, будет
а \2 (2^13^23
Умножим уравнение (16) на 2а 12, тогда его левую часть можно на­
писать в следующей форме:
(2а12* + 2 а 23) (2а12>> 4- 2й18) — 2 (2 «18а28 —  а 12а38) =  0, (160
ч . и
откуда прямо видно, что если А — 0, то уравнение изображает пару 
прямых.
Итак, во всех случаях равенство нулю дискриминанта А есть 
условие необходимое и достаточное для того , чтобы уравнение ( 1) 
изображало пару прямых.
Предыдущее предложение является геометрическим истолкова­
нием доказанной нами в сущности алгебраической теоремы: необходи­
мым и достаточным условием распадения квадратичной троичной 
формы на два линейных множителя является обращение в нуль ее 
дискриминанта.
,  *
Упражнения. 580. Распадается ли линия, изображаемая уравнением
Зх2 +  4ху -|- 5у2 -]- 4 х — 14 у +  5 =  0,
на пару прямых?
581. Для уравнения:
бху — 3у2 + 1  Ох — 8у +  т  =  0
определить свободный член так, чтобы оно изображало пару прямых.
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4. Косоугольная декартова система координат.
Так как в дальнейшем исследовании мы будем предполагать, что* 
общее уравнение линии 2-го порядка может быть задано относительно 
произвольной декартовой системы коор­
динат, то уместно будет здесь а указать 
некоторые основные формулы относи­
тельно косоугольной системы координат.
Пусть точка М определяется коор­
динатами х, у  относительно какой-либо 
косоугольной системы координат, оси 
которой ОХ и О У составляют между 
собой угол со (черт. 145). В таком слу­
чае в треугольнике ОРМ мы имеем со­
отношение:
ОМ2 =  OP2 +  РМ2 — 20Р  ♦ РМ  • cos (ОРМ),
или
ОМ2 — о2 =  х'2 -j-y2 — 2ху cos (тг — ш),
л
что окончательно дает:
р2 =  *2  -\-у2 -ф- 2ху cos со; . (17)*
так выражается по координатам точки квадрат ее расстояния от на­
чала координат в косоугольной системе. Нетрудно' убедиться, что- 
полученная формула (17) будет общей формулой, справедливой для 
любого расположения точки относительно данной координатной си­
стемы; когда <» =  -£-, т. е. cos<o =  0, то мы получим известное на$г:
выражение для квадрата расстояния точки от начала в прямоугольной 
системе, именно:
^р2 =  Х2-\-у2.
Обозначим теперь угол луча ОМ с осью ох через 0; в треугольнике 
ОРМ внешний уго.т М РХ  равен,' как мы выше отметили, координат-- 
ному углу ю; поэтому его внутренний угол будет:
ОМР =  (о — 0.
X
В силу свойства пропорциональности сторон синусам противоле-, 
жащих углов, мы можем для треугольника ОРМ написать:
У Р
или
sin С to — 6) sin 0
У
sin — w)
о
(18)
Sin (ад —  6) sin  б sm ад
Из предыдущих соотношений мы можем определить л; и у  через 
р и" О, т. е. через полярные координаты в виде:
о sin (ад —  б)sin ад У =  Р^.
sin О
Sin ад
(19)
(
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Эти соотношения мы дальше будем писать так:
s
х  =  т р , у  =  пр, (1 9 0
где принято для краткости
s in  (со —  0) s in  6т  — ---- -^------ п — ---- .
Sin  со Sin о)
л »
Соотношения (19) при ш =  —  обращаются естественно в обыч­
ные формулы перехода от полярных в декартовы прямоугольные ко­
ординаты:
лг — pcosO, 3/ =  р sin в.
Из соотношений (18) следует также, что уравнение прямой, проходящей 
через начало координат, будет:
у  =  kx , (20)
где угловой коэфициент k получит следующее выражение:
или
(21) 
(2 Г )
в косоугольной системе координат угловой коэфициент k не совпадает 
с тангенсом угла прямой с осью х.
Определим из соотношения (21') тангенс угла 6 через угловой коэ­
фициент; с этой целью, освободившись от знаменателя в уравнении 
( 21'), развернем затем синус разности, тогда
k (sin со cos 0 —  cos о • sin 6) =  sin 6. (21")
к s in  со
Разделив теперь обе части этого равенства на cos 0, мы получим:
k (sin <0 —  cos <0 • tg 0) - =  tg О,
откуда оквнчательно:
tg 6 == — — . (22)
1-\- k  COS со v '
4
Возьмем две каких-нибудь прямых, составляющих с осью х  соот­
ветственно углы О^ и 6' и имеющих угловые коэфициецты, соответ­
ственно равные k и k'\ Эти две прямые будут взаимно перпендику­
лярны, если:
tg 0 • tg 8' =  — 1.
Подставим в это условие вместо тангенсов соответствующие их выра­
жения через угловые коэфициенты каждой из прямых по формуле (22); 
оно примет вид:
fesinco k' * sin со __ ^
1 -г к cos со 1 -|- k' cos со
или по освобождении от знаменателей и после переноса всех членов 
в одну сторону:
1 +  (& +  k') cos со -\- kkr =  0. (23)
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Таково будет условие перпендикулярности двух прямых по 'их 
угловым коэфициентам для косоугольной системы координат: в част­
ности при (л =  оно обращается в известное условие (для прямо­
угольной системы координат):
1 4 - £ £ '= = 0 .
Упражнения. 582. Доказать, что квадрат расстояния d двух точек 
Ml (xtf у^) иМ2 (х 2; у 2) относительно косоугольной системы будет определяться 
по формуле:
d2 =  (х2 — хх)2 +  (у2 —Ух)2 +  2 (х2 — Хх) (у2 — Ух) cos (О, 
где (о — координатный угол.
583. Параметры т и п , определяющие направление прямой, связаны 
между собой соотношением:
т 2 +  п2 +  2тп  cos <о =  1.
Указание. В соотношение (17) подставим вместо декартовых координат х  
и у  их выражения (19') через р, т , п, тогда после сокращения на р2 и полу­
чим указанную зависимость между т и п .  ч
584. Каковы будут значения коэфидиентов направления т и п  для оси х-ов 
или для оси у-ов?
585. Уравнение окружности с центром в точке (а; Ь) и радиусом г отно­
сительно косоугольной системйГ координат напишется в виде:
(лг — а)2 +  {у — Ь)2 +  2 (х — а) (у — b) cos <о — г2 =  О
или
х 2 -f- 2ху  cos о) -|- у 2 — 2 (а +  b cos со) х  — 2 (a cos со +  6) у +
-j- (д^Ы- 2я6 cos со +  b2 — ^2) =  0.
586. Уравнение 2-й степени
Дц* 3 -f- 2я13*у  -j- Н- 2 з^лг -{- 2а2^ у -{- <Zg3 — 0 (1)
будет изображать окружность относительно косоугольной системы координат, 
если его коэфициенты удовлетворяют двум условиям:
U11 __ а12 __ £§2
1 cos со 1
Указацие. Если мы хотим, чтобы уравнение (1) было равносильно уравне- 
. нию общего вида окружности, тогда их коэфициенты должны быть пропор­
циональны:
«11 «12  «22 _______ £13_______ __ ________£23______
1 ~  cos со -  1 ~  — {a -j- b cos со) — (a cos со -j- Ь)
_________£зз_________
а2 -(- 2ab cos со Ь2 — г2
Равенства трех первых отношений дадут нам условия (а), они, следова­
тельно, необходимы, но тогда оставшиеся соотношения (р) дадут три урав­
нения:
t — » Д13_____(а +  b cos со)
Д23 Д.зз,
(a cos со -|- Ь) а1 +  2ab cos со -j- b2 — г2
где через t обозначено значение равных отношений (а). Этих уравнений 
вполне достаточно для определения величин а , Ьу г, т. е. координат центра и 
радиуса окружности. Равносильность уравнения (1) уравнению общего вида 
окружности будет установлена, а потому выполнение условий (а) и доста­
точно для того, чтобы уравнение (1) изображало окружность.
587. Общее уравнение 2-й степени изображает окружность относительно 
прямоугольной ' системы координат (тогда и только тогда), если в нем нет 
члена с произведением координат, а коэфициенты при квадратах координат 
одинаковы.
588. Найти координаты центра и радиус окружности, изображаемой отно­
сительно прямоугольной системы координат уравнением:
' -^ 2 Ч- З'2 — 4х +  6у — 3 =  0.
5. Полярное уравнение линии 2-го порядка.
Для исследования вида линий 2-го порядка и их геометрических 
свойств мы будем рассматривать пересечение линии с прямыми пучка,
проходящими через какую-либо про­
извольную точку плоскости. Меняя 
расположение выбранного центра 
пучка и направление его лучей, мы 
можем выяснить те или иные осо­
бенности линии, ее отношение к тем 
или другим точкам плоскости или 
к направлениям лучей.
.„Чтобы подготовить такое иссле­
дование, мы перенесем начало коор­
динат в какую-либо точку Ох (х^у^)
и, получив уравнение линии в виде. (§ 2):
апХ * +  2а 12Х Г +  « 22У2 +  2F Х +  2/=• К +  2F, =  О, (8 0
перейдем затем к полярным координатам, полагая
Х = т ?) У = п р ; (19')
полюс, следовательно, принят в точке 0 1 (хх\ у^)у и полярная ось со­
впадает с осью ОхХ. 3 -  таком случае уравнение (8/) после указанной 
замены (19') преобразуется в следующее:
(«Ц»»2 +  2аптп  +  Д22л2) р2 - f  2 nFyi) Р +  2Fi =  °-
Введем для сокращения обозначения:
М =  а 1хт^ ^ 2 а 12т п - \- а 2%п2,
N  =  rnF - f  n F , , (24)
1 ?/i 4  7
R = - 2 F V
*
тогда окончательно уравнение линии 2-го порядка в полярных коор­
динатах (короче: „полярное уравнение линии 2-го порядка") напишется 
следующим образом:
Мр2 - f  2/Vp +  R =  0. (25)
Уравнение (25) равносильно уравнению (8) или (8')> стало, быть, оно 
определяет точки, лежащие на нашей линии. Смысл его таков: если 
мы возьмем какую-либо точку - (хх) у х) и дерез нее проведем прямую, 
направление которой определяется коэфициентами т ,  пу то коэфи­
циенты уравнения (25) будут известны, и оно определит нам расстоя-
I
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ние р от точки {х^ у {) до каждой из точек, лежащих одновременно 
на нашей линии и на выбранной прямой, т. е. до точек их пересечения 
(черт. 146). Так" как уравнение (25) квадратное, то оно, вообще говоря, 
будет каждый раз давать два решения рх и р2 , действительных (раз­
личных или совпадающих) или мнимых.
Отсюда заключаем, что каждая прямая встречает линию 2-го 
порядка в двух точках , которые могут быть действительными (раз­
личными или совпадающими) или мнимыми.
6. Исследование полярного уравнения.
Исследуем теперь полярное уравнение’ (25) линии 2-го порядка, 
разобрав случаи, когда те или иные из его коэфициентов обращаются 
в нуль, и установив геометрическое истолкование каждого из этих 
случаев.
Если старший косфициент квадратного уравнения (25) неограни­
ченно убывает, приближаясь к нулю, то. один из его корней, .именно
— N — У  № — MR 
М
будет неограниченно расти; поэтому мы будем говорить, что если 
старший коэфициент квадратного уравнения обращается в нуль, то 
один из его корней становится бесконечным, и наоборот, если один 
из его корней бесконечен, то старший коэфициент обращается в нуль.
Итак, если старший коэфициент М уравнения (25) обращается 
в нульу то один из его корней бесконечен; геометрически это обозна­
чает, что если направление выбранной прямой через точку (хг; у г) 
удовлетворяет условию: !
М === аИт 2 -J- 2ах2тп  -j- а22п? =  0}
то она встречает нашу линию в бесконечно удаленной точке (и может 
быть в другой точке на конечном расстоянии). Наоборот, если мы 
хотим из пучка прямых, проходящих через точку (x1\y1)i выбрать пря­
мые, встречающие линию в бесконечно удаленной точке, то мы должны 
непременно взять прямые, направления которых удовлетворяют условию
(26). Легко видеть, что прямые, параллельные указанным, встречаясь 
с ними в бесконечно удаленной точке, там же встречают и нашу 
линию, поэтому выбор точки (хг\ 3/,), здесь не играет роли. Напра­
вления прямых, встречающих линию 2-го порядка в бесконечно удален­
ной точке, называются асимптотическими (приближающимися) на­
правлениями данной линии/
Предположим теперь, что обращается в нуль средний коэфициент 
N  уравнения (25); так как в квадратном уравнении сумма корней, 
взятая с обратным знаком, равна отношению среднего коэфициента 
к старшему коэфициенту:
(Pi ~Ь Рз) =
2ДГ 
М ’
то при N =s 0 мы имеем:
Pi “Кр2—
т. е. корни уравнения (25) равнопротивоположны:
P i  “  Р 2*
Это значит, что точка Оа(л у г) является серединою хорды, соединяю­
щей точки пересечения выбранной прямой с нашей линией (черт. 147). 
Обратно, если мы хотим, чтобы хорда пересечения в точке Ох(х{у у {) 
делилась пополам, тогда
P i  +  Р * 2  =  О *
и, следовательно, необходимо:
N =  0 .
Подробное исследование этого условия приводит к целому ряду гео­
метрических следствий, которые мы и рассмотрим в дальнейших пара­
графах.
Когда обращается в туль свободный член 
уравнения (25):
R =  0 ,
то один из его корней будет нулем, расстоя­
ние Pi точки Ot ( * , ; * )  до одной из точек ли­
нии, лежащих на выбранной прямой, равно нулю; 
короче говоря, точка (x v у г) лежит на нашей 
• линии.. И действительно, условие R — 0 обозна­
чает, что:
т. е. что координаты x v у х удовлетворяют уравнению нашей линии.
Пользуясь предыдущими соображениями, рассмотрим теперь случай, 
когда два из коэфициентов уравнения (25) обращаются в нули.
Если Ъ1 =  О и R=*= 0, то точка (хх\ у х) является серединою хорды 
пересечения и лежит на нашей линии; следовательно, обе точки пере­
сечения совпадают с точкою (л^; у j), выбранная прямая пересекает 
нашу линию в двух совпавших точках, т. е. касается ее. Обратно, 
если мы хотим, чтобы прямая направления (т : н), проходящая через 
точку (х х\ у г) на нашей линии, касалась последней, то прямая должна 
пересекать линию в двух совпавших точках, и уравнение (25) должно 
иметь два нулевых корня, следовательно:
У У =0, R =  0;
при таких условиях квадратное, уравнение ^25) примет вид:
Мр2 =  0
и на самом деле будет иметь два равных нулевых корня.
Если М =  0 и R — 0, то выбранная прямая имеет асимптотическое 
направление (ибо М  === 0), а точка (лгх; у г) лежит на нашей линии 
(ибо R — 0); следовательно, прямая встречает линию ^ бесконечно 
удаленной точке и в точке (х {; у х); в этом случае полярное уравнение 
дает два решения:
Pi =  °o , Р9 “ О.. "
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Если М =  О и N = 0 ,  то выбранная прямая имеет асимптотическое 
направление (ибо М =  0) и встречает линию в бесконечно удаленной 
точке; точка же (x ^ y j  является серединою хорды пересечения (ибо 
/V — 0), следовательно, другая точка пересечения будет бесконечно 
удаленной точкой. Но на прямой имеется одна бесконечно удаленная 
точка, поэтому мы должны сказать, что прямая встречает линию в двух 
совпавших бесконечно удаленных точках- или, иначе, прямая касается 
линии в бесконечно удаленной точке.-Такая прямая, касающаяся линии 
в бесконечно удаленной точке, называется асимптотой линии 2-го 
порядка; параметры асимптоты должны удовлетворять условиям:
М =  0, N =  0.
Наконец, может случиться, что для выбранной точки (х^ у х) и опре­
деленного направления прямой4, через нее проходящей, все три коэффи­
циента уравнения (25) обращаются в нули:
М =  0, 7V==0, R =  0,
/
тогда собственно уравнению (25) будет удовлетворять любое р, т. е. 
все точки выбранной прямой принадлежат нашей линии. Такой случай 
возможен, когда линия 2-го порядка распадается на пару прямых.
В дальнейшем мы подробно остановимся на рассмотрении тех из пе­
речисленных случаев, которые связаны с наиболее интересными гео­
метрическими следствиями.
7. Асимптотические направления. Классификация линий.
Коэфициеиты направления прямой, встречающей линию 2-го порядка
в бесконечно удаленной точке, должны удовлетворять условию:
» .
апт 2 -\~ 2а12тп -\-  а22/г2 =  0. (26)
Введем в это соотношение угловой коэфициент прямой, разделив, 
уравнение на т 2 и положив:
тогда
—J-* 2a^k  —|- #22&2 == 0; (26')
таково будет окончательное уравнение, определяющее асимптотиче­
ские направления. Так как полученное уравнение есть уравнение 
2-й степени относительно k, то каждая линия 2-го порядка имеет два 
асимптотических направления, которые могут быть действительными 
(различными или совпадающими) или мнимыми в зависимости от зна­
чений коэфициентов уравнения (26').
Решая это уравнение, мы получим:
выражение
^  __ — g12 =*=■ У^122 — вцв22 .
а 22 >
a t 1 а я122.
составленное из коэфициентов уравнения (2б/) или, можно сказать иначе, 
из коэфициентов старших членов уравнения ( 1) нашей линии, назовем 
дискриминантом из старших коэфициентов, ибо от его знака зави­
сит характер решения уравнения (26) и, как увидим, характер самой линии.
Уравнение (26') будет иметь мнимые (сопряженные) корни, если 
8 >  0 ; в этом случае нет действительных асимптотических направлений, 
в которых наша линия встречалась бы прямыми в бесконечно удален­
ных точках. Следовательно, линия может быть либо мнимою, либо дей­
ствительною, но тогда без ветвей, уходящих в бесконечность, целиком 
расположенною на конечном расстоянии. Такой тип линии 2-го порядка 
(8 >  0) мы назовем эллиптическим; в частности если линия действи­
тельна, она, как увидим дальше, будет эллипсом.
Уравнение (26') шмеет действительные равные корни, если 8 =  0; 
тогда существует одно направление или два совпавших, в которых 
прямые встречают линию в бесконечно удаленной точке. Такие линии 
(8 =  0) назовем линиями параболического типа; как мы увидим дальше, 
в этом случае линия может распадаться на пару параллельных прямых 
или представлять собою собственно кривую с ветвями, уходящими 
в бесконечность в одном направлении; эта последняя кривая будет, 
как покажет дальнейший подробный анализ, параболой.
Наконец, уравнение (26') будет иметь действительные различные 
корни, если 8 <  0; для линии будут существовать два различных дей­
ствительных направления, в которых прямые будут ее встречать в бес­
конечно удаленных точках. Такую линию назовем линией гиперболиче­
ского типа; она может распадаться на пару прямых (не параллельных 
между собой) или представлять собой собственно кривую с ветвями, 
уходящими в бесконечность по двум различным направлениям (это 
булет гипербола).
Нашу классификацию типов линий 2-го порядка мы резюмируем 
в следующей таблице:
эллиптический тип: о > 0, асимптотические направления
мнимые,
параболический тип: о =» 0, асимптотические направления
действительные, совпадающие, 
гиперболический тип: о < 0, асимптотические направления
действительные и различные.
•А .
Отметим, между прочим, что для линий параболического типа сово­
купность старших членов уравнения (I):
а 1 1 * 2 - Г  2 а 12ху4-
\
представляет собою полный квадрат некоторого линейного относительно 
координат х  и у  выражения. В самом деле, условие 8 =  0 мы можем 
написать в виде:
рлх _  ^21 а 
#12 а22 9
обозначив через а эти равнее отношения; отсюда:
и, следовательно:
а пх'2 2 а ^  у  +  а22_у2 =  а 2(а°-х^ - f  2 -\-у *) =  [ ] /  +  .у)]2.
/
Если мы через прежнее начало координат проведем прямую асимп­
тотического направления (/я: я), тогда для точек этой прямой:
х  =  шр, у  — яр,
где т  и я связаны условием (26). Умножая последнее на р2 и произ­
водя указанную замену, мы получим уравнение пары таких прямых:
апх2 +  2а12ху -)- а.22у 2 =  0.
Таким образом мы можем сказать, что, приравняв нулю совокуп­
ность старших членов уравнения данной линии 2-го порядка, мы 
получим уравнение пары прямых, проходящих через начало координат 
и имеющих асимптотические направления или, иначе, уравнение пары 
прямых, проходящих через начало координат и встречающих линию 
2-го порядка в бесконечно удаленных точках.
Из предыдущего - ясно, что угловой коэфициент асимптотических 
направлений (совпадающих) параболы будет:
CL [2 #22
Если линия 2-го порядка гиперболического типа, она имеет два 
различных и действительных асимптотических направления; таковые 
могут быть приняты за направления осей новой (вообще говоря, косо­
угольной) системы координат.
Посмотрим, каковы будут признаки, что линия отнесена к этой 
системе координат. Ось х-ов имеет угловые коэффициенты:
mF =  1, я ' =  0;
если ее направление асимптотическое, то эти значения должны удовлет­
ворять уравнению (26); подставляя их в указанное уравнение, мы убе­
димся, что ап необходимо должен обратиться в нуль.
Ось у -ов имеет угловые коэфициенты:
т п =  0, я" =  1,
и эти значения должны удовлетворять уравнению (26), если направле­
ние оси у  — асимптотическое; следовательно, я22 =  О. Итак, если каждая 
из координатных осей имеет асимптотическое направление, то должны 
быть выполнены условия:
а п ~  0» Ода =  0.- ' (28)
Легко видеть и обратно, что если условия (28) выполнены, то урав­
нение (26) примет вид:
' 2 а 12т п  = 0,
и оно удовлетворяется каждым из предположений:
Ы  .= .  1, пг — О,
или
т. е. оси координат имеют асимптотические направления. Тот же 
результат можно получить, использовав предыдущее замечание о группе 
старших членов уравнения линии 2-го порядка.
Упражнения. 589. Определить тип линий 2-го порядка, каждая из кото­
рых изображается одним из нижеследующих уравнений:
1) 3^2
2) 5x2
4х_у -|- 5у2 +  8х  — 14у —{— 13 =  О, 
1ху 3у2
3) 3x2 _j_ 7Ху — бу2
4) 4х2— 12ху
5) 9х2 — ЗОху -
6)
10_у +  3 =  О,
7х +  34у  — 40 =  О, 
9),2 +  10xtr-15 =  0,
- 25у2 +  21х — 35у +  12 =  О,
О О
+  ху  +  у 2 — 2х +  4у 4- д- =  о,
7) 16х2 +  24ху +  9у2 +  16х +  12у +  4 == 0; 
установить, какие из этих линий распадаются.
590. Определите тангенс угла между асимптотическими направлениями 
линии
бх2 +  ху  — 12у 2 -j- 8х  =  О,
отнесенной к прямоугольной системе координат.
591. Доказать, что асимптотические направ^ния гиперболы, изображаемой 
уравнением
5х2 +  22ху +  бу2 ф  Юх — 14у =  О
относительно ^косоугольной [системы с координатным углом со =  ~  , взаимно
О
перпендикулярны.
592. 'Найти координаты точек пересечения гиперболы:
— 2х2 +  ху  +  бу2 +  14х +  7у — 27 =  О
*1
с парою прямых, проходящих через начало координат и имеющих асимптоти­
ческие направления.
8. Центр.
Мы видели, что, если точка Ох (х х\ у х) является серединою хорды, 
соединяющей точки пересечения прямой с нашей линией, то должно 
выполняться условие:
N =  О
или подробнее:
m FXi -ф nFyx == 0. (29)
Это условие содержит как координаты x v у х точки Ov  так и 
коэфициенты т  и п, определяющие направление хорды; ему можно 
давать различные геометрические истолкования в зависимости от того, 
какие из этих параметров (.*4 , у ^  или (т \  п) считать данными и какие 
искомыми. '
Если предположим, что дана тдчка Ох своими координатами f v y v 
то .соотношение (29) будет определять ^то направление ( т : п), щ ко- 
торо^следует провести хорду, чтобы она в точке Ох делилась пополам. 
Если * о?! — Fyt Ф  0, то уравнение (29) даст п =  0, т. е. хорда, про­
ходящая через точку Ох (хх\ у х) и делящаяся в ней пополам, должна 
быть параллельна оси х-ов. Если FXl ф  0, F Vl =  0, то уравнение (29)
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даст т  =  0; следовательно, в этом случае хорда, проходящая через 
точку О* (х х\ у х) и делящаяся в ней пополам, должна быть параллельна 
оси у-ов.
Если FVx ф* 0, a FXl имеет любое значение, то хорда, делящаяся 
в точке (^(лГр у х) пополам, должна иметь направление, определяемое 
условием:
,ПFV:
или
В каждом из этих случаев мы имеем одно определенное направле­
ние, в котором можно провести хорду, делящуюся точкой (х{, уг) попо­
лам. Особый интерес представляет случай, когда координаты x v у г 
точки Ох выбраны так, что удовлетворяются условия:
F Xi=== О» F ух =  0 ; (ЗОу
в этом случае соотношение (29) удовлетворяется уже при всяких зна­
чениях т :п ,  т. е. хорда любого. направления в точке Ох будет де­
литься пополам. Такая точка, в которой всякая хорда, через нее про­
ходящая, делится пополам, называется центром линии 2-го порядка. 
В следующем параграфе мы увидим, что уравнениям (30) можно дать 
другое геометрическое истолкование, что дает новое определение центра 
линии 2-го порядка. Во всяком случае координаты точки, называемой 
центром линии 2-го порядка, удовлетворяют двум уравнениям (30).
Напишем теперь эти уравнения полностью, вставив в них значения 
частных производных и отбросив для упрощения индексы (значки) 
у координат хх и ух:
а и Х' +  а 1ЯУ +  а 18 =  ° .
avix  +  а2аУ +  а23=  (30 ')
К этой системе уравнений мы можем применить результаты исследо­
вания задачи о' "Пересечении двух прямых, которое нами дано подробно* 
в главе V.
Если 8 ф  0, то написанные уравнения дадут единственные опреде­
ленные и конечные значения для координат х  и у:
а1Ъа22 — д23д12
аПа22,--#122 *
Дц#23 — а12а\Ъ 
а11а21 — а12г
Таким образом линии 2-го порядка эллиптического и гиперболиче­
ского типа имеют единственный определенный центр на конечном 
расстоянии.
Посмотрим теперь, может ли центр в этом случае принадлежать 
-самой линии 2-го порядка. Если центр лежит на самой линии, то одно­
временно должны удовлетворяться условия:
Fx =  0, Fy =  0, 2 F (x ,y ) =  Q,
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равносильные лишь двум уравнениям, определяющим центр. В силу 
тождества Эйлера:
X F X у " Ь  ZF .s =  2Z7
последняя система может быть заменена (при z ф  0) равносильной ей 
системой:
F x =  0, Fy =  0, F:i =  0. (32)
Итак, центр (на конечном расстоянии) принадлежит линии 2-го 
порядка, если система (32) содержит лишь два независимых между 
собой уравнения, а это будет, как известно из теории линейных урав­
нений, в том случае, когда определитель системы (32):
а п а 12 a vd
*21 й22 а2Ь
Д81 %2
обращается в нуль, оставаясь ранга, равного двум. Но если Д =  0 , то, 
как  мы знаем, линия 2-го порядка распадается на пару прямых; 
впрочем, это последнее значение здесь можно получить независимо 
от вывода, данного в § 3. В самом деле, в § 2 мы доказали тожде­
ство (относительно х у у):
а 12
а<п.-> Fа21 2*2 У
Fx Fy 2F
пли в развернутом виде:
8 2F  яг * 22 ( ^ ) 2 -  2a l2FxFy +  an (Fy)* +  A. (33>
Если центр (на конечном расстоянии; 8 ф  0) принадлежит линии, 
-то его координаты x v y v удовлетворяют условиям:
FXl =  0, F Vl =  0, 2F(xv y i)  =  0,
ш тождество (33) показывает прежде всего, что А =  0. Далее то же 
тождество (при 8 ф  0) показывает, что при А =  0 уравнение линии:
2F(x, у) =  0 (1)
равносильно уравнению:
а22 ( F x )2 %a n F yF xН ~  а 1 1 =  0, (34)
а  последнее, очевидно, изображает пару прямых, так как может быть 
.легко разрешено относительно отношения Fy : Fx.
Если линия распадается на пару прямых (А =  0), то уравнение 
линии (1) равносильно уравнению (34), но последнее удовлетворяется 
при условиях (30), и, следовательно, линия содержит центр, кото­
рый, очевидно, будет тонкой пересечения двух прямых (34). Точка 
пересечения двух прямых, на которые распадается линия 2-го порядка, 
может быть рассматриваема как центр, ибо всякая прямая, проходя­
щая через эту точку, с совокупностью этих прямых пересекается в двух
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совпавших точках; соответствующая хорда обращается в нуль, ее 
середина будет та же точка пересечения пары прямых.
Возвратимся к уравнениям (30'); если 8 =  0, но оба числителя дро­
бей (31) не обращаются в нуль одновременно, то центр будет беско­
нечно удаленной точкой.
В силу тождества Эйлера при z==  0 и при условиях (30') мы 
получим
2F =  0;
поэтому бесконечно удаленный центр следует считать принадлежащим 
самой линии.
Если, наконец 8 =  0 и оба числителя дробей (31) одновременно 
обращаются в нули, иначе говоря, матрица
D а ч
#12 СО•—4
а21 й22 #23
будет ранга, равного единице, то выражения (31) становятся неопре­
деленными; обращаясь к первоначальной системе уравнений (30'), кото­
рым должны удовлетворять координаты центра, мы видим, что в этом 
случае коэфициенты двух указанных уравнений пропорциональны, система 
(30') содержит лишь одно независимое уравнение. В этом случае мы 
имеем для линий 2-го порядка целое геометрическое место центров, 
именно прямую, изображаемую одним из уравнений (30'), а другое 
будет следствием его. Так как здесь 8 =  0 и оба числителя дробей 
(31) одновременно обращаются в нули, то, разложив А по элементам 
последней строки или последнего столбца, легко заметим, что дискри­
минант А обращается в нуль, а потому линия распадается на пару 
прямых, причем эти прямые должны быть параллельны, ибо при 8 =  0 
асимптотические направления линии совпадают. Итак, если линия 2-го 
порядка имеет прямую центров, э т а  линия распадается на пару 
параллельных прямых (различных или совпадающих).
Тот же результат моЖщо получить и другим способом. Пусть линия 
2-го порядка имеет прямую центров, причем последнюю мы возьмем 
за ось лг-ов, уравнение которой
у  =  0;
к такому уравнению, по нашему предположению, должна сводиться 
систем^ уравнений (30'). Итак, каждое из уравнений (30') не может 
содержать ни абсциссы л;,\ни свободного члена, следовательно:
^ п = = 0 , =  0 ,
#21 == #23 ==: 0 *-
Посмотрим теперь, к чему же сведется общее уравнение линии 
2 -го порядка; при указанных условиях оно будет:
а - 2 2 У 2  Т  «38 =  0
или
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и, стало быть, оно изображает пару прямых, параллельных и одина­
ково отстоящих от оси лг-ов (прямой центров в нашем случае); если 
же а33 — 0 , то мы получим пару прямых, совпадающих в одну, послед­
няя в то же время будет прямою центров. Ясно, что если м ы  имеем 
две параллельных прямых, то прямая, им параллельная и проходящая 
между ними по середине, будет играть роль геометрического места 
центров, ибо всякая точка этой средней прямой будет делить пополам 
хорды, через нее проходящие. Если общее уравнение изображает 
пару прямых, совпавших в одну, то, рассматривая этот случай как 
предельный, мы эту же прямую можем считать за прямую центров 
такой линии 2-го порядка; при этом в последнем случае прямая 
центров оказывается принадлежащей самой линии 2-го порядка.
Указанный выше вывод требует некоторого дополнения; прямая 
центров может оказаться бесконечно удаленною прямою, в таком слу­
чае ее нельзя будет взять за ось лг-ов обыкновенной декартовой 
системы координат. Но тогда, пользуясь однородными координатами, 
мы можем требовать, чтобы система (30') сводилась к одному урав­
нению (бесконечно удаленной прямой):
z =  0;
следовательно, здесь окажется, что
 ^ =  0 , <Х^2 == О?
^21 == ^22 ==::
и общее уравнение приведется к виду:
2a^xz  -f- 2a2Sy z  -j- amz2 =  О
или
г  (2 a isx-j- 2 a 2Sy  +  а 88гг) =  О,
т. е. оно будет изображать либо бесконечно удаленную прямую и 
прямую обыкновенную (если по крайней мере один из коэфициентов 
й13 и я33 отличен от нуля) либо пару прямых, совпавших с бесконечно 
удаленною прямою, если я13 =  0 и а2% — 0. Так как бесконечно удален­
ная прямая имеет неопределенное направление, то и в первом из этих 
случаев, когда линия состоит из обыкновенной прямой и прямой беско­
нечно удаленной, мы можем говорить, что соответствующее уравне­
ние 2-го порядка изображает пару параллельных прямых.
Когда центр линии 2-го порядка будет определенною точкою на 
конечном расстоянии, то общее уравнение линии можно упростить, 
поместив новое начало координат в центре линии. В самом деле, если 
мы перенесем начало координат в точку (x t\ y t), то общее уравнение 
примет вид:
+  2 a22Y2+ 2 F XlX +  2 F VlY +  2 F x =  0 . (S ')
Пусть точка (л^; у г) будет центром линии, тогда:
Foci —  0 , —
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следовательно, в уравнении линии пропадают члены с первыми степе­
нями текущих координат, и оно принимает вид:
Яп* 2 +  2 а 19Х У + 0 ц У *  +  2 F t =  0. (а)
Легко видеть, что, обратно, если в уравнении линии 2-го порядка 
нет членов с первыми степенями координат:
апхъ - f  2 ап ху  - ( -  +  a.is =  О ,
то начало координат является центром линии; действительно, в этом 
случае, если какая-нибудь цара значений х, у  удовлетворяет уравне­
нию, то ему удовлетворяет одновременно и пара значений с— лг, — у , 
т. е. в начале координат всякая хорда делится пополам. Можно отме­
тить, что уравнения, определяющие центр, в этом случае будут:
а пх  -\-а[2у =  О,
« 21*  4 -  Я22 У =  °
и при 8 ф  О они дают решения:
х  =  0, у == О,
т, е. начало координат. Если же 8 =  0, то вышеуказанные уравнения 
дадут прямую центров, но опять проходящую через начало координат.
Когда начало координат перенесено в центр линии 2-го порядка, 
то в преобразованном уравнении ,(а) остается лишь определить его 
свободный член 2F1 или 2F (x 1; у х); конечно, здесь можно определить 
координаты х и у 1 центра линии из уравнений (30') и §атем сосчитать 
значение 2F  (xv у х), но гораздо быстрее можно получить нужный 
результат, если воспользоваться теоремой о неизменности (инвариант­
ности) дискриминанта А при переносе начала. Сравнивая, значения 
дискриминанта для старого и нового уравнения, мы получим:
°и й12 0
а21 а22 1о
0 0 2 F
или
А =  8 .2  F v
откуда значение 2F i найдется непосредственно в виде
2^1 =  т *  (Р)
\
без определения самих координат центра.
Полученные выше при исследовании центра результаты можно свести 
в следующую таблицу:
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Р а н г
Место центров Место центровлинии
*
Тип линии
D 0 д
2
J
2 3 Точка обыкнов. Не принад­лежит
о +  0 Эллипс или мни- 
„ мая линия 
о < 0  Гипербола
2 2 2 Точка обыкнов. Принадлежит Пара обыкн. прямых
2 1
гз-
3 Точка бесконеч. удаленная Принадлежит - Парабола
1 1 2
\
Прямая обыкн. Не принад­лежит
Пара параллельных 
прямых
1 1 1 Прямая обыкн. Принадлежит Пара совпад. прямых
1 0 2
✓
Прямая бескон. 
Згдаленная Принадлежит
Пара прямых, одна 
обыкн., вторая бескон. 
удаленная
0
•ч
0 1 — Сдвоенные бесконеч. удаленные прямые
Упражнения. 593. Для линии, изображаемой уравнением:
х- — 2 ху  +  5 +  — 8л: +  16у =  О,
найти угловой козфициент хорды, которая в точке (1; 2) 'делится пополам.
594. Для линии, изображаемой уравнением:
4х2 — 12 ху +  7у2 +  12х — 2 v +  17 =  0,
, найти угловые г коэфидиенты хорд, которые в одной из точек (2; 1), или 
(0; 1), или (1; 1)г делятся пополам.
595. Найти координаты центра линии:
х 2 — 4ху +  5у2 +  10* +  16у +  7 =  0.
596. Определить центр или его место для каждой линии, определяемой 
одним из уравнений:
1) Злг2 +  Ьху +  10+ — 12л: +  44у +  37 =  0,
2) л:2— 2* у + + + 8*  — 2у +  3 =  0,
3) 4л:2 +  20х у  +  2 5 +  — 18л: — 45у +  20 =  0,
4) 12л:2 +  1ху — 12+  +  х  +  43у  — 35 =  0,
5) л:2 +  2лг_у + +  — 10х— 10у  +  25 =  0.
597. Найти уравнения каждой из прямых в отдельности, на которые рас­
падается линия:
1 2л:2 +  11 ху  — 5 +  — х  +  32у — 35 =  0.
598. Распадаются ли следующие линии на пары прямых (и на какие 
именно):
1) 5л:2 +  13ху  — 6у2 — 23л: ~~.у +  12 =  0,
2) * 2 +  4л:,у +  4 + — 2л: — 4_у — 8 =  0,
3) 9 *2 +  12ху +  4 +  +  18л: +  12у + 9  =  0.
599. Для каждой из линий:
3) л:2 +  4л:_у +  9 +  2л: — 24у +  13 =  0,
2) Зл:2 — Ъху + +  +  38л: — 16у +  20 =  0,
3) 6л:2 — 1ху — 20+  — 26л: — 68у — 60 =  0
найти уравнение, преобразованное к новой системе координат, началом кото­
рой является центр линии, а оси координат параллельны прежним осям.
30
9. Диаметры,
В начале предыдущего параграфа мы дали одно геометрическое 
истолкование условию:
mFXt - f  nFVl =  0, (29)
считая, что дается точка (лгА; у х) и ищется направление хорды, деля­
щейся в этой точке пополам. Сделаем теперь другое предположение,,, 
именно, что нам дается направление т  : п пучка параллельных прямых: 
и спрашивается, где лежат середины этих хорд. Для координат сере­
дины любой хорды данного направления должно выполняться соотно­
шение (29); следовательно, это соотношение и является уравнением 
геометрического места середин хорд данного направления. Разделив:
уравнение (29) на т  и вводя угловой коэфициент k =  ~ , мы получим4
(кстати отбросим индексы у координат):
F * +  kFy =  0 (29')
или полностью:
(«! - f  W  +  avi) + ■ *  (a.2ix  +  а22у  +  а28) =  0. (29")
Это уравнение есть уравнение 1-й степени и изображает прямую. 
Геометрическое место середин хорд данного направления называют 
диаметром линии (черт. 148).
И так , для линии 2-го порядка геометрическое место середиш 
хорд данного направления (диаметр) будет прямая, она изображается 
уравнением (29").
Меняя значение ki мы будем получать различные диаметры, так: 
что уравнение (29") при разных k дает целый пучок диаметров. Урав­
нение диаметра при любом k будет удовлетворено, 
если х  и у  выбрать так, чтобы каждая из частных 
производных Fx и Fy обращалась в нуль, т. е. если:
F — о F =  0*1 х  —  ;  у —
но последние соотношения характеризуют центр ли­
нии 2-го порядка. Поэтому всякий диаметр линии 
2-го порядка проходит через ее центр. Мы могли 
бы определить центр линии 2-го порядка как такую 
точку, через которую проходят все ее диаметры.
Так как для параболы уравнения Fx — 0, Fy =  О 
удовлетворяются лишь для бесконечно удаленной 
точки, то естественно говорить, что ее центр, определенный именно 
указанным способом, находится в бесконечно удаленной точке, от­
сюда тотчас следует, что все диаметры параболы параллельны между 
собой. Если линия 2-го порядка распадается на пару параллельных 
прямых, то линейные функции F x и Fy будут отличаться лишь постоян­
ным множителем, поэтому уравнение (29') независимо от k сведется 
к уравнению:
^ = 0
/ '
ф
/
Черт. 148.
§1ЛИ
т.. е. в этом случае диаметры будут совпадать с местом центров.
Упражнения. 600. Написать уравнение пучка диаметров линии:
х* — х у + у  =  0.
601. Найти для линии:
З* 2 — Ъху + у 2 8*  — 0
уравнение диаметра, делящего пополам хорды с угловым коэфициентом
602. Для линии, изображаемой уравнением:
б* 2 _  9 *у  + 1 3 у 2 +  2 *  +  4у  +  13 =  0,
майти диаметр, проходящий через точку (1; —2).
603. Для линии:
х 2 +  ху  — 2у2 4л: -)— б_у =  О
найти диаметры, параллельные осям координат^
604. Для линии:
4 х 2 +  8 * у  +  11у 2 —  1 8 *  +  1 0 у  - ) - 1 3  =  0
найти диаметр, делящий пополам хорды, параллельные оси *-ов или осиу-ов.
605. Написать уравнение пучка диаметров для эллипса или гиперболы, 
определяемых своими каноническими уравнениями.
10. Сопряженные направления.
Если нам даются хорды н а п р а в л е н и я /т о  диаметр
.л  %
I  ( a i  I х  а 1 2 У  4 ~  ° \  о) ~ \ ~  k  ( а 2 1 Х  4 “  ъ У  4 ~  а 2з) =  0» (2 9 " )
делящий их пополам, называется диаметром сопряженным по отно­
шению к этим хордам. Определим направление этого диаметра; для 
этой цели разрешим его уравнение относительно ординаты у:
ап Ч~ &а21 х  
1^2 Н“ &а22
fllS &а23_ 
°1 2
S
\
Следовательно, его угловой коэфициент, назовем его kr, будет:
__ап Н~ a12,k в
аХ2 ~Ь а22^
Освободимся в последнем соотношении от знаменателя и перенесем 
все члены в одну сторону; оно примет вид:
a i2 #22^ ^  ^  0; (35')
1
таково условие, связывающее направление k хорд и направление k' 
диаметра, им сопряженного.
Первое, что бросается в глаза в этом соотношении (35'), — это 
его симметрия относительно угловых коэфициентов k и k'\ соотношение
не изменяется, если переставить взаимно k и /г', а это обозначает, что 
роли направлений k и k' могут быть взаимно переставлены. Итак, 
если диаметр одного направления делит пополам хорды другого напра­
вления, то диаметр второго.направления будет делить пополам хорды 
первого направления. Два таких направления называются сопряженными; 
мы можем вместо направлений говорить о сопряженных диаметрах, 
тогда предыдущее свойство формулируется следующим образом: хорды, 
параллельные одному (безразлично какому) из сопряженных диаметров, 
другим " делятся пополам. Отношение сопряженности двух диаметров 
есть, таким образом, отношение взаимное или обратимое.
Остановим внимание на некоторой особенности указанного отноше­
ния сопряженности для параболы. Для параболы мы можем принять:
г
*11
*12
*12
CL 99
а
или
а а а* 12> 1^2 2*2
В таком случае соотношение (35), определяющее направление kr 
диаметра, сопряженного хордам направления k, примет вид:
kr *12 (g +  k) .
*22 (а ~Ь k)
ес ли а -|- k ф  0 , то
kr *12  _ _
*22
* а
*12
если же
k —J— Gt -- О,
т. е.
£ а * 1 2 __  *11
*22 *12
то сопряженные им диа-
то kr неопределенно.
Таким образом для параболы, если хорды имеют любое направление,
*п  
*1 2
метры будут одного и того же направления
1^1 .
*12 5
=  _ а_п 
*12
кроме k
(параллельны) -k'
имеют направление k
если же хорды
то диаметр
Черт. 149.
им сопряженный, будет направления неопре­
деленного. Эти положения находят себе разъ­
яснение в том, что центр параболы помещается 
в бесконечно удаленной точке, все диа­
метры ее проходят через центра стало быть, они параллельны между 
собой, поскольку они принадлежат к обыкновенным прямым (черт. 149), 
но к ним же принадлежит и особая прямая, именно бесконечно уда­
ленная, направление которой неопределенно. Бесконечно удаленная
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прямая и будет диаметром, сопряженным хордам направления
последнее замечание легко проверить, п о д с т б е л я я  указанное значение 
в уравнение (29") сопряженного диаметра:
ia nX а1 ъУ +  ^1з) ^  (^21*  ^Н~ аТ>У Н“ ^2з) “
\
Здесь коэфициент при х  пропадает тождественно, коэфидиент при у  
пропадает в силу условия 8 — 0 , и остается:
а 13 J J a 28 =  0,
t
т. е. уравнение бесконечно удаленной прямой (С =  0).
Сопряженных пар диаметров (или пар направлений) существует 
бесконечное множество, так как два угловых коэфициента k и kr 
сопряженной пары удовлетворяют лишь одному условию (35'); взяы 
одно направление произвольно, мы определим из уравнения (35') угло­
вой коэфициент направления ему сопряженного.
Если сопряженные направления совпадают: k =  k 'y ю  соотношение 
(35') обратится в уравнение:
а^  1 —J— cic^ k^  =  0 , (26 )
т. е. уравнение, определяющее асимптотические направления; итак,, 
диаметр, сам себе сопряженный, имеет одно из асимптотических напра­
влений (то или другое, если последние различны).
Пару сопряженных направлений можно взять за направления коор­
динатных осей, и притом это можно сделать разнообразными спосо­
бами, выбирая произвольно направление одной из осей координат» 
Посмотрим, как отразится такой выбор осей на уравнении линии 2-го 
порядка.
В соотношении (35') примем:
|
тогда условие сопряженности двух направлений будет:
аи т т '  -|- я 12 (тп ! -|- т 'п ) -f- а^пп' =  0. (35")
Если оси координат предположить имеющими сопряженные напра­
вления, то предыдущему соотношению должны удовлетворять значения;
т  =  1, п =  О, 
т ■ =  0,' п' =  1;
подставив эти значения в уравнение (35"), получим:
a i2 “  О»
наоборот, если последнее условие выполнено^ то оси координат будут 
иметь сопряженные направления.
Таким образом если за оси координат выбрать два направления 7 
сопряженные между собой, т о  в уравнении линии 2-го порядка * про-
34
падает член с произведением координат, и} наоборот, если указанный 
член отсутствует в уравнении, то это обозначает, что оси координат 
имеют сопряженные между собой направления.
Упражнения. 606. Определить угловой коэфициент диаметра линии:
7 x 2 + 8 x y - f  13у2 +  24х — 18у +  17 =  0., 
сопряженного направлению с угловым коэфициентом k — — — .
607. Найти сопряженные диаметры линии:
5*2 +  бху +  11у2 +  10х +  8у — 40 =  0,
из которых один проходит через точку (1; — 2).
608. Написать условие сопряженности двух направлений относительно 
эллипса или гиперболы, заданных своими каноническими уравнениями.
609. Найти направление диаметров параболы:
4x2-
610. Для параболы:
20ху -f- 25_у2 -f- 2 ox 10у — 7 =  0.
• ✓
9x2 _  зоху +  25у2 +  18х +  12у — 34 =  0,
отнесенной к прямоугольной системе координат, найти диаметры;
1) проходящий через точку (1; 1),
2) сопряженный хордам с угловым коэфициентом k — о
3) перпендикулярный к сопряженным хордам,
4) составляющий с сопряженными ему хордами \тол, тангенс которого
1р авен --- ^ .
611. Относительно некоторой прямоугольной системы координат линия 
определяется уравнением:
2х2 — Ъху -}-_у2 +  4х 6у +  17 =  0.
I
Найти два сопряженных направления, составляющие между собою угол,
2тангенс которого равен -д-.
612. Для линии, заданной своим уравнением:
х 2 -j- 4ху — 5у2 -f бх — Зу — 0
относительно некоторой прямоугольной системы координат, найти два напра­
вления, сопряженные и одновременно ортогональные между собой.
11. Главные направления.
Выбира^для осей координат сопряженные направления, мы можем 
добиться некоторого упрощения уравнения линии 2-го порядка, именно 
уничтожить член с произведением координат. Однако пара сопряжен­
ных направлений может образовать произвольный угол, и мы вообще 
получим крсоугольную систему координат. Посмотрим, нет ли такой 
пары сопряженных направлений, которые вместе с тем были бы и 
ортогональны.
Итак, будем искать пару сопряженных направлений, удовлетворяю­
щих условию:
а и  +  °1 2  №  * 0  +  a .2.2k k '  =  0  ( 3 5 ' )
•  . • .
3* 35
и вместе с тем ортогональных, т. е. в то же время 
условию:
1 -}- (k /У) cos оз -j- kkf =  0.
удовл eт вop я ю щи x
(23)
Таким образом для определения двух неизвестных угловых коэфициен- 
тов k и k' мы получаем, вообще говоря, два уравнения.
Отметим прежде всего частный случай, когда поставленная задача 
оказывается неопределенной и имеет, следовательно, бесчисленное 
множество решений. Уравнения (35') и (23) могут свестись к одному 
условию, если кбэфициенты этих уравнений окажутся пропорциональ­
ными, т. щ если:
*11 _ а 12 й 00
1 COS OJ 1
тогда условие сопряженности двух направлений равносильно условию 
их ортогональности, т. е. если два направления ортогональны, то они 
будут и сопряжены. Соотношения (36), как мы знаем (см. упражне­
ние 586), характеризуют окружность; в окружности, действительно, 
хорды, параллельные одному из любой пары взаимно перпендикулярных 
диаметров, другим делятся пополам.
Итак, исключая случай окружности, система уравнений (35') и (23) 
будет содержать два независимых между собой уравнения, достаточ­
ных для определения угловых коэфициейтов.
Направления, ортогональные и одновременно сопряженные, назы­
ваются^'главными направлениями линии 2-го порядка.
Разрешим уравнения (35') и (23) относительно суммы и произведе­
ния угловых коэфициентов:
k \ - k ' ап — а12
С1\%—  ^22 COS 0)
kkr ап cos оз — av2 . aL2 — и22 cos «> ’
теперь составим квадратное уравнение; которому удовлетворяют k и k \  
пользуясь найденными суммой и произведением его корней. Это урав­
нение будет:
1 а 12 — <7*22 0)
cos <» — а х2
&22 COS ОУ
ИЛИ
(а12—  а22сдs <ь)№-\-(ап —-я22)£  -j~ (au  cos ш — a l2) =  0. (37)
Уравнение это даст два решения k{ и которые и буд^т искомыми 
угловыми коэфициентами (единственной, если не считать случай окруж­
ности) пары главных направлений.
<JT*
В случае прямоугольной системы координат (ш =  уравнение, опре- 
деляющее угловые коэфициенты главных направлений, примет вид:
а 12^ 2“Ь (а 11 “— a2l) ^  a v2 “  (37')
3 6
Упражнения. 613. Определить угловые коэфициенты главных направлений 
для линии, изображаемой относительно прямоугольной системы координат 
уравнением: .
Зх2 — 12ху 4- 8у2 -f- 14х — 0.
614. Определить угловые коэфициенты главных направлений для линии, 
изображаемой уравнением:
х'2 - f  ху  +  у2 — 10у =  О,
7С
относительно косоугольной системы координат, угол осей которой р а в е н .
615. Всякая линия 2-го порядка имеет пару действительных главных 
направлений, иначе говоря, уравнение (37') или (37) всегда имеет действи­
тельные корни, если коэфициенты уравнения линии действительны.
Указание 1. В случае прямоугольной системы координат уравнение (37') 
имеет решения:
у  Я22 — #ц Y(a22 —  rt1t)2 +  4a1-2
которые всегда действительны, ибо под радикалом оказалась сумма квадратов, 
всегда положительная.
Указание 2. В случае косоугольной системы координат выражение, стоя­
щее под радикалом решения уравнения (37), можно привести к виду,
( # 2 2  —  # ц ) “ S i n 2 оз —[— ( # ц  C O S  оз —  2 # j g  ~}~ # 2 2  C O S о з)- ,
t
т. е. оно опять будет суммою квадратов.
Дадим другой способ решения системы уравнений (35') и (23), 
поставив его в связь с так называемым характеристическим уравне­
нием, которое играет важную роль при упрощении общего уравнения 
линии 2-го порядка.
Перепишем уравнения (35') и (23) в нижеследующем виде:
0 *1 1  ~ Ь  а 1 2 ^ )  0 *1 2  ” Ь  % 2 ^ )  &  0 »
(1 -|- cos <о • ^)-(- (cosi) ~\~k) kr — 0;
,  *
так как эти уравнения относительно kr должны давать для него одно 
и то же значение, то их коэфициенты должны быть пропорциональны:
Д ц  ~f~ __#13 ~ Г  #22^
1 - j-  CO Sоз • k ~~ COS 03 - |-  k  *
Обозначим теперь каждое из полученных равных отношений через s:
**11 ~Ь  a l 2 k  _  **12 ~Ь  **22^ ___s
1 - j -  CO S 03v« k C O S оз —j— k
и выпишем раздельно два уравнения, которым должны 
k и s:
(ап — 5)Ч “ (а 12 — 5 cos (в) k =  О,
(**12 — £ c° s a>)-J- (а±2 — s) k — 0.
удовлетворять
(38)
Условием совместности этих уравнений относительно k будет урав: 
нение:
**п -- S «12 - -5  COS U)
*г12'“-  s cos ш а,Л - - 5
37
определяющее вспомогательное неизвестное s; это последнее- уравнение 
и называется характеристическим уравнением данной линии 2-го по­
рядка; в развернутом виде оно может быть написано следующим обра­
зом:
52 ап — 2а12 cos —{- а»2sin-«
а.па.„ — а12
*)Sin- 03 о (39')
Для прямоугольной системы координат (ш =  ) характеристическое
уравнение будет иметь вид:
или
(40)
(400
Упражнения. 616. Характеристическое уравнение имеет всегда действи­
тельные корни, если коэфициенты уравнения данной линии действительны.
Указание 1. В случае прямоугольной системы решение уравнения (400 
может быть приведено к виду:
s =  аgg) — У  ^д122
где под радикалом стоит сумма квадратов.
Указание 2. В случае косоугольной системы выражение, стоящее под ра­
дикалом решения уравнения (39), может быть опять приведено к сумме квад­
ратов, именно к виду:
(яу.^  — o-'izJk sin- (о —{- cos (о — 2яуз 2^2 cos ^)-|
I
617. Характеристическое уравнение имеет равные корни при действитель- 
ных коэфициентах уравнения линии только в случае окружности.
Указание. При действительных коэфициентах уравнения линии выражение, 
стоящее под радикалом в решении характеристического уравнения, может
обратиться в нуль только в случае окружности.
. "  %
♦
vs Вследствие симметрии системы (35') и (23) относительно k и k! 
угловой коэфициент kr удовлетворяет тем же уравнениям (38), что и k, 
лишь при другом значении 5. Поэтому, разрешив характеристическое 
уравнение относительно 5 ,  мы с помощью одного из уравнений системы 
(38) найдем угловые коэфициенты обоих главных направлений,, подста­
вляя по очереди корни и 5 2 характеристического уравнений.
Для облегчения запоминания уравнений, определяющих угловые 
коэфициенты главных направлений, отметим, что коэфициентами 
в каждом из этих уравнений (38) являются элементы строк характери­
стического уравнения (39).
Если главные направления принять за направления координатных 
осей, то мы получим прямоугольную систему координат, относительно 
которой уравнение линии 2-го порядка не будет содержать члена 
с произведением координат.
Диаметр, делящий пополам перпендикулярные к нему хорды, а 
потому имеющий одно из главных направлений, называется главною 
осью линии 2-го порядка.
38
У эллипса и гиперболы имеется по две главных оси: парабола 
имеет одну главную ось, так как ее диаметры параллельны между' 
собой (но два главных направления); наконец, главные оси неопреде­
ленны для окружности или, что то же самое, любой из ее диаметров 
может быть назван главною осью.
Упражнения. 618. Решая характеристическое уравнение, найти угловые 
еоэфициенты главных направлений линий заданных уравнениями: Р
1) 3*2
2) х'
О,4*у +  5у3 +  10* — 14у -}- 17 
бху — 7у'2 — 23 =  О,
3) х2 +  4*у +  4у2 +  12х  -\-lSy •=  О,
4) х2 +• у 2 — Ах +  6у  — 51 =  О 
относительно прямоугольной системы координат.
619. С помощью решения характеристического уравнения найти угловые 
коэфмциенгы главных направлений линий, заданных относительно косоуголь­
ной системы координат оз = уравнениям и:
1) 45х2.— 240л:у — 19у2 +  16* =  О,
2) 19л:2 — 2ху +  Зу2 +  24_у =  0.
620. Найти уравнение главной оси параболы а^з =  ~
х2 +  Ах у  +  4у2 — 12* =  0.
Указание. Все диаметры параболы параллельны между собой' и имеют
в данном случае угловэй коэфициент & =  — диаметр, сопряженный хордам
другого главного направления (перпендикулярного первому) и будет главною 
©сью параболы.
621. Составить уравнения главных осей для линий <^о =  :
“ “ “ ‘ ‘ 13 =  0,1) 5* 2 +  24ху
2) 1х2 +  26*у
1Ъу2— 36* +  6у 
Ту2 +  42* =  0.
12. Касательная в точке кривой.
Если координаты точки (jy ; y j  и направление прямой, через нее 
проходящей, удовлетворяют условиям:
Л /= 0 , R =  0,
4
то выбранная прямая касается (§ 6) линии 2 -го порядка; обратно, 
если возьмем точку (jy ; принадлежащую линии 2-го порядка, то:
2 Ух) =  Я =  0,
и в полярном уравнении линии не будет свободного члена:
• • ч
M f  + -  2Np : =  0;
•дин из его корней равен нулю, а потому, чтобы прямая на­
правления (т : п ), проходящая через точку (ду; jy ) , касалась линии 
необходимо, чтобы и второй корень полярного уравнения обратился 
в нуль, т. е. необходимо, чтобы
или
т К , + =  в
Последнее условие при выбранной точке М1(х1; определяет 
угловой коэфициент касательной, проходящей через эту точку:
п
т k
Fх
FУх
Этому результату можно дать следующее истолкование. Возьмем 
уравнение диаметра, сопряженного хордам направления k :
= 0,F *  +
и выразим, что этот диаметр 
Mi (aTj ; у г) линии, тогда:
k
проходит через некоторую точку
Fх
F.
Ух
будет угловым коэфициентом хорд, сопряженных с диаметром, прохо­
дящим через М1(х1; у х), и он, как видим, одинаков с угловым коэфи-
, циентом касательной, проходящей через ту же 
точку. Таким образом касательная в конце ка­
кого-либо диаметра параллельна сопряженным ему 
хордам (черт. 150); так оно, конечно, и должно 
быть, если касательную представлять себе как пре­
дельное положение хорды, перемещающейся парал­
лельно самой себе до совпадения точек пересечения 
с линией.
Что касается уравнения самой касательной, то 
его можно получить как уравнение прямой, прохо­
дящей через точку (хх; у х) и имеющей найденный 
угловой коэфициент; оно будет:
F x
у —  Л  =  — / И О —Черт. 150.
Ух
Можно также его получить преобразованием соотношения (29).
В самом деле, пусть х, у  будут текущие координаты точки каса­
тельной,, тогда коэфициенты направления последней будут:
т х  — х  
Р~
п 1У —У1
где р —  расстояние точек (л:; у ) и (х х; у х). Подставляя эти значения 
т  и п в уравнение (29) и умножая его на р, получим уравнение каса­
тельной в виде:
(х  —  Xi) F Xi - ( -  (у —ух) =  0, (4i)
т. е. то же, что и выше.
Перейдем в уравнении (41) к однородным координатам, т. е. совер­
шим замены
х
х
X
Z У
1 Л
У
Z
Ух
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тогда уравнение примет вид:
(z ix  — x iz) FXi +  i,ziy — y lz) F Vi =  0, (41')
где F x ^  F y будут уже линейными однородными функциями координат
x v У \> z v
Так как по теореме Эйлера
x i F xt “Ь У\ F yx 4“ z F &1 =  2 F ( x ^  Ур z \)->
t
и для точки, лежащей на данной линии,
2F (xv yv z j  =  0,
ТО
x i F x x J r y \ F :ух " Г  z i F ^  =  0 ;
умножив последнее соотношение . на 2, прибавим его к уравнении- 
касательной (41х), тогда уравнение' касательной в данной точке 
(x l :y l :z ])  линии 2-го порядка напишется окончательно в следующей, 
симметричной форме: ' I '
. xF Xl+ y F y i+ zFZi==0. (41")
Итак, чтобы составить уравнение касательной в данной точке кри­
вой, надо, восстановив однородность уравнения, найти половины 
частных производных от левой части уравнения кривой по х , у, г и 
подсчитать их значения для координат заданной точки. Эти значения 
и будут коэфициентами уравнения касательной.
Положим, нам требуется составить уравнение касательной к линии
к
х2 4~ 6ху 4 - 4у2 1 Ол* -2у — 14 =  0
в некоторой ее точке (2; —  1). Найдем половины частных производных 
от левой части уравнения и определим их значения длялт =  2, у = — 1::
F x — х  4" Зу 4 “ 5 
Fy == Зл: 4~ 4у 4 ” 1
Fz — 5л: 4 - у  — 14
эти. значения и будут коэфициентами уравнения касательной:
4~ 3 У — 5 =  0.
Вместо того, чтобы находить Fz . и вычислять его, мы могли бы 
найти это последнее, по значениям Fx и Fy , пользуясь указанными
выше соотношением, вытекающим из теоремы Эйлера:
; /
x iFx1+ y i Fyl 'Jr 2:iF^ = °
для точки (лгр у х), лежащей на данной линии.
Упражнения. 622. Найти угловой коэфициент касательной к линии:
3 * *— 12лу +  5у2 +  8л* +  6у — 331=0.
в ее точке (3; —- 2).
623. Составить уравнение касательной к линии:
■ф
4х'2 +  8 ху  — 11 v2 +  2л; — ву — 23 =  О
'3 ее точке ( — 2; — ]).
624. Прямая, изображаемая уравнением:
13л-+V — 16 =  0
касается линии:
, л*2 -j- ху  +  у2 +  8х — 6у — 3 =  0.
Найти координаты ее точки прикосновения.
625. Для кривой, заданной своим уравнением:
5л'2 +  вху -|- 7у'2 +  4х — 7 =  0,
лапти касательные, параллельные прямой:
5л*—у  =  0.
626. Пользуясь уравнением (41") общего вида касательной, составить 
•уравнение касательных эллипса, гиперболы и параболы по их каноническим 
уравнениям.
13. Тангенциальное уравнение линии 2-го порядка.
• Возьмем некоторую прямую, общее уравнение которой в однород­
ных координатах x : y : z  напишем следующим образом:
■ ux-\~vy-\- wz =  0. (42)
Посмотрим, при каком условии она будет касаться данной линии 2-го
порядка. Уравнение (42) в таком случае должно быть равносильно 
уравнению касательной в некоторой точке (хх :у х: z j :
x F Xl + y F y ,  +  z F Zl =  0 ,']
сталб быть, их коэфициенты должны быть пропорциональны:
(41")
F Ху F Ух F
а v w (43)
*
Кроме того, прямая (42) должна содержать точку Ml (x1 :y l :z 1) 
и последняя должна находиться на заданной линии; мы сейчас увидим, 
что эти два требования при наличии условий (43) равносильны.
Итак, напишем первое из этих двух условий, что прямая (42) со­
держит точку M i (x i :y 1:z l):
uxl -j- vyx -J- wz1 =  0; (44)
в силу соотношений (43) последнее условие можно также написать 
ш виде:
X\Fxx + ^ 2-! =  0,
\
на основании теоремы Эйлера в виде:
2 F (x v y v
4
что обозначает, что точка 0cl :y l :z i) лежит на данной линии, если 
условия (43) и (44) выполнены. Итак, займемся только последними;
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обозначив каждое из равных отношений (43) через t} мы будем иметь 
систему:
аII
FVl == tv,
Fh == tw,
их1 +  vyt -•j— wz
или в развернутом виде:
a i\X  1 1 « 12Л  +  « 1 3 Z 1 i г-
к
55 II o ,
a ^ x x ” f~  «22-У  1 1 « 2 3 ^ 1 - tv  = =  0 ,
4 \ x  i i « 3 2 У\~\ amz i - tw  = =  0 ,
u x i •
оII■
*-4
|+H+
Выразим теперь, что эта система, однородная относительно 
x i :У\ ; zi : ( —  *)> допускает для этих неизвестных решения, неравные 
нулю одновременно, тогда:
полученное соотношение и будет условием того , что прямая (42) 
касается данной линии 2-го порядка.
Когда даны отношения коэфициентов u : v : w  общего уравнения (42) 
прямой, то можно считать заданным уравнение прямой, а следовательно, 
и самую прямую; в этом смысле, поскольку числа u : v : w  определяют 
прямую, их можно называть координатами (однородными) прямой. 
Уравнению (45) на основании нашего вывода удовлетворяют коорди­
наты и : v : w . всех тех прямых, которые касаются выбранной линии 
2-го порядка, поэтому уравнение (45) называют тангенциальным 
уравнением этой линии, а о?сюда и самые координаты и : v : w прямой 
называют тангенциальными координатами (прямой).
Определитель левой части уравнения (45) по отношению к опре­
делителю Д из коэфициентов уравнения (1) данной линии (в декартовых 
координатах), который входит ядром в первый определитель, называется 
окаймленным определителем.
Обозначим наш окаймленный определитель левой части уравнения (45) 
через у и разложим его по элементам последнего столбца, тогда:
«01 «2 2 «2 3 «11 «1 2 « 1 3
•  r .
«11 «1 2 «1 3
v = — 11 «31 «32 «зз —{— V «31 «32 «3 3 — w «21 «2 2 «2 3
ll V w и V w
-
U V W
, Назовем чёррз aik (/, k — не степени, а индексы) адъюнкту опре­
делителя А, соответствующую его элементу ат  и развернем далее
43
каждый из определителей 3-го порядка правой части предыдущего 
соотношения по элементам их последней строки, мы получим:
и (а11 и я13^ )  -j- v ( а21 а a22v  — a23w) — w  (я31 я
-\- a32v a33w).
Итак, мы имеем следующее разложение окаймленного определителя 
4-го порядка:
=  — {ап и2~\- a22v2 -f- a33w2 -j- 2a23vw -j-
-j- 2a3lwu-\- 2al2uv), (46)
и v w 0
где aik —  адъюнкта его ядра, соответствующая элементу aik, причем 
aik ==aki; аналогичное разложение легко получить и для окаймленного 
определителя любого порядка.
Обозначим функцию, стоящую в скобках правой части соотноше­
ния (46), через 2Ф (я, v> w) или короче 2Ф; это будет квадратичная 
троичная форма по переменным и, г/, w. Теперь тангенциальное урав­
нение данной линии 2-го порядка мы можем записать в виде:
2Ф (я, v, w) =  0’, (45')
а 11 а 12 й Гд и
й '21 а 22 Л;23 V
a m а Ъ<2 а т W
оно является также уравнением 2-й степени, как и точечное уравнение 
линии. Рассмотрим прямые, проходящие через заданную точку (лг0 : Уо ^ 0); 
их координаты я, v, w должны удовлетворять условию:
их0 ~\~ vy0 -f- wzq — 0. (47)
Если среди этих прямых мы захотим выбрать те, которые касаются 
данной линии, нам придется совместно решать (относительно, напри­
мер, —  и уравнения (45') и (47); число таких прямых, проходя-
1S) IS) J  j
щих через данную точку и касающихся рассматриваемой линии, равно, 
очевидно, степени тангенциального уравнения линии и называется 
классом последней.
Мы можем теперь сказать, что линии 2-го порядка являются 
так ж е  и линиями 2-го класса', вообще же для других линий порядок 
и класс могут изображаться различными между собой числами.
Рассуждение, подобное тому, которым мы пользовались в § 1, 
покажет нам, что линия 2.-го класса (или, что то же, 2-го порядка) 
может быть, вообще говоря, определена пятью  своими касательными.
Если условие (45) или (45') прикосновения для данной прямой (42) 
выполнено, то легко найти координаты (x1:y 1:z 1) той точки, в кото­
рой эта прямая касается заданной линии.
1 В самом деле, умножим три первых уравнения (43') соответственно 
на а 11, а21, а 31 и сложим их, тогда:
= t  (аи и -j- a21v -j- aB1w),
44
аналогично получим:
A =  t (а12и -}- a22v -j- a?j2w)y 
Azx — / (an u -f- a2?}v -J- a^w).
Легко видеть, что скобки в правых частях только что полученных 
соотношений будут частными производными ФиУ ф г„ Фи;у следовательно:
ЛГ[ __ У\__- I l ( ._ Г ] .
ф и Фго \  '
Из этих соотношений, совершенно аналогичных соотношениям (43), мы 
можем определить координаты (x^yy.z^) точки прикосновения данной 
прямой. Если, например, нам требуются обыкновенные декартовы ко­
ординаты x v у х точки прикосновения, то они будут выражаться сле­
дующим образом (д1 == 1):
Заметим, что, если нам дано тангенциальное уравнение (45') линии 
2-го класса, то легко составить ее уравнение в точечных координатах. 
Для этого достаточно из уравнений (43") и (44) исключить
да : V : w : ---- - и мы получим точечное уравнение данной линии в видеС
ап а21 аи X
а 12
%
а22 а?2 У
а 13 а2* а 33 Z
X У Z 0
Упражнения. 627. Найти условие касания прямой:
их -f- vy -{- wz =  О
к линии 2-го порядка, изображаемой уравнением:
х 2 -\-ху — 2у =  0.
N628. Составить тангенциальное уравнение линии, изображаемой в декар­
товых координатах уравнением:
х 2 +  4ху +  2у2 -\~х — +  1 = 0 ,
и найти затем касательные к ней, проходящие через точку
629. Составить тангенциальные уравнения кривых 2-го порядка по их 
каноническим уравнениям в декартовых координатах.
630. Найти точку прикосновения прямой, заданной тангенциальными коор­
динатами (1 :3 :1 ) , к кривой 2-го класса:
2а2 +  v2 +  w '2  +  ~  §av — б.
14. Асимптоты.
Асимптотами мы назвали прямые, касающиеся данной линии 2-го 
порядка в бесконечно удаленных точках. Если прямая направления (я *: я), 
проходящая через точку (х 1 \у {)у касается линии в бесконечно удален­
ной точке, т. е. встречает ее в двух совпавших бесконечно удаленных 
точках, то полярное уравнение линии:
ЛГр2 +  2Лф +  #  =  О
должно иметь два равных бесконечных корня, что будет при условиях:
Ж =  О,
N =  О,
или подробнее*:
а и т ?  -\-2а^пп а%2п2 =  0, (26)
niFXx nFVl =  0. (29)
Первое из них означает, что наша асимптота имеет одно из тех 
направлений, которые мы назвали асимптотическими, что, конечно, и 
понятно, так как прямая, касающаяся линии в бесконечно удаленной 
точке, должна находиться среди тех прямых, которые вообще встречают 
линию в бесконечно удаленных точках. При этом, так как уравнение (26) 
второй степени, таких асимптотических направлений имеется два, и 
ас’имптот будет две. Второе из полученных условий, именно условие (29), 
удовлетворяется координатами любой точки асимптоты, оно будет 
собственно уравнением асимптоты, когда отношение т :  п имеет то или 
другое значение, определяемое первым условием (26); это уравнение 
асимптоты показывает, что она проходит через центр.
Таким ^образом асимптоты, будучи параллельны прямым асимптоти­
ческих направлений, имеют среди них ту специальную особенность, что 
они проходят через центр.
Если мы желаем получить окончательное уравнение асимптот, то 
при числовом решении задачи проще определить сначала из уравнения (26)
угловой коэфициент k =  —  асимптотических направлений и ^атем под­
ставить то или иное из его значений в уравнение (29). Если же мы 
желаем получить уравнение асимптот в общем виде, то удобнее посту­
пить обратно, именно из уравнения (29) определить отношение т : п 
через текущие координаты точек асимптоты х, у  (отбросив индексы):
т    п
__F  уJ у 1 X
а затем эти значения подставить в уравнение (26). Тогда уравнение 
пары асимптот получится в виде:
а \\ ( ^ ) 2 ‘ у^х Н~ ^22 (^а?)2 —
Вернемся к прежней форме условий, определяющих асимптоты (26) и 
(29); угловой коэфициент асимптотических направлений (совпадающих) 
параболы будет:
п
т а\2 ’ (48)
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Подставляя это значение в уравнение (29), мы получим уравнение 
асимптоты параболы:
(апх  “Ь а12У +  а13г)    (аЪ1Х ~г %2У ”Ь a23Z) — О
ИЛИ
г ( a‘s ~~ "Й  й'28) =  °*
т. е. асимптотой параболы является бесконечно удаленная прямая^
Упражнения. 631. Найти уравнения каждой из асимптот гиперболы!
Зх2 +  8ху — 3j/2 +  6* +  12у =  0.
632. Составить уравнение пары асимптот гиперболы:
6х 2 +  1 lxy  +  4у2 — 1 Ох + ‘14у — 25 =  0i
633. Вычислить тангенс угла между асимптотами гиперболы:
Зх2 -f- Ьху -j- 2у- — 10 =  0.
634. Доказать, что тангенс угла между асимптотами линии
#цх2 ~Ь ^а12хУ а2%У2 4~ 2#1зХ -f~ 2«ззу -j- #33 =  0,
отнесенной к прямоугольной системе координат, определяется соотношением::
tg  <р =  z t ------ ------->
#11 +  #22
где 0 =  #11 #22 — #122-
Замечание. Гипербола называется равностороннею, если ее асимптоты 
взаимно перпендикулярны; гипербола будет равностороннею, если коэфициенты. 
ее уравнения относительно прямоугольной системы координат удовлетворяют 
условию:
#11 +  #22 =  9
t v(1)
ВОПРОСЫ для ПОВТОРЕНИЯ.
к § 1.
1. Сколько членов и какие именно должно содержать общее уравнение: 
2-й степени относительно координат х  и у ?
2. Как изображается общее уравнение линии 2-го порядка в декартовых, 
обыкновенных координатах?
3. Как пишется общее уравнение линии 2-го порядка в декартовых одно­
родных координатах?
4. Что называется в алгебре „формою"?
5. Как подразделяются формы по их степеням и по числу' содержащихся- 
в них переменных?
6. С помощью какой фор^ы изображается уравнение линии 2-го порядка 
в однородных декартовых координатах?
7. В чем состоит теорема (или тождество) Эйлера для квадратичной троич­
ной формы?
8. Сколькими точками определяется линия 2-го порядка?
К § 2 .
9. К какому виду преобразуется общее уравнение линии 2-го порядка 
при переносе начала координат с сохранением направлений координатных осей?"
10. Какие коэфициенты общего уравнения при указанном преобразовании: 
сохраняют свои значения?
11. Что называется дискриминантом из всех коэфициентов общего урав­
нения?
12. Какое значение имеет дискриминант преобразованного уравнения при 
переносе начала координат? -
13. Какие соотношения между коэфициентамп двух различных уравнений . 
одной и той же линии называются инвариантными?
14. Сколько должно быть (и почему именно) инвариантных соотношений 
между коэфициентами прежнего и нового уравнений линии 2-го порядка при 
переносе начала?
15. Что называется инвариантами уравнения линии 2-го порядка относи­
тельно переноса начала и каковы они?
16. Как могут быть использованы инварианты при нахождении преобразо­
ванного уравнения линии?,
К § 3.
17. В каком случае линия 2-го порядка называется распадающейся?
18. Какое значение имеет дискриминант линии 2-го порядка, если она рас­
падается?
19. Будет ли обращение в нуль дискриминанта уравнения линии 2-го по­
рядка достаточным условием ее распадения?
К § 4.
20. Как изображается квадрат расстояния точки от начала координат 
косоугольной системы по координатам точки?
21. Как изображается по координатам двух точек квадрат их расстояния 
в косоугольной системе координат?
22. Какое выражение имеют коэфициенты т , п направления луча через 
угол его с осью jc - o b  и  координатный угол?
23. Каковы связи между полярными и декартовыми координатами точки 
.для косоугольной системы, если полюс и полярная ось полярной системы 
совпадают соответственно с началом и осью дг-ов декартовой системы?
24. Какая зависимость существует между коэфициентами /я, п направления 
луча?
25. Как пишется условие перпендикулярности двух лучей по их угловым 
коэфициентам в косоугольной системе координат?
26. Каково будет в косоугольной декартовой системе координат уравнение 
окружности с центром в точке (а; Ь) и радиусом г?
27. При каких условиях общее уравнение линии 2-го порядка изображает 
окружность? Как в таком случае определить координаты ее центра и радиус?
К § 5*
28. Какой вид имеет полярное уравнение линии 2-го порядка? Каковы 
выражения его трех коэфициентов?
29. Как показать, что каждая прямая встречает линию 2-го порядка в двух 
точках?
К § 6.
/
30. Какое геометрическое значение имеет обращение . в нуль каждого 
в отдельности из коэфициентов полярного уравнения линии 2-го порядка?
31. Что называется асимптотическими направлениями линии 2-го порядка?
32. Какое геометрическое значение имеет обращение в нуль одновременно 
вух коэфициентов полярного уравнения линии 2-го порядка?
33. Могут ли все три коэфициента полярного уравнения одновременно 
обращаться в нули и в каком случае?
К § 7.
' • * \ -
ч ♦
34. Каким уравнением определяются угловые коэфициенты асимптотических 
направлений линии 2-го порядка?
35. Что называется дискриминантом старших членов уравнения линии 2-го 
порядка?
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36. Каким образом значение дискриминанта старших членов уравнения 
линии 2-го порядка связывается с характером самой линии?
37. Что изображает уравнение, которое мы получаем приравнивая нулю 
совокупность старших членов уравнения линии 2-го порядка?
38. Каковы асимптотические направления линии параболического типа?
39. Какой вид принимает уравнение линии 2-го порядка, если оси коор­
динат взяты по асимптотическим (различным) ее направлениям?
К § 8.
40. Что называется центром линии 2-го порядка?
41. Какими уравнениями определяются координаты центра линии 2-го 
порядка?
42. Линии какого типа имеют единственный центр на конечном расстоянии?
43. Может ли центр, находящийся на конечном расстоянии, принадлежать 
самой линии 2-го порядка и когда это будет?
44. Где находится центр параболы?
45. В каком случае линия 2-го порядка имеет прямую центров?
46. Как упрощается уравнение линии 2-го порядка, если начало координат 
принять в ее центре (на конечном расстоянии)?
47. Как определяется свободный член уравнения линии 2-го порядка, пре­
образованного к центру?
К § 9.
48. Каково будет для линии 2-го порядка геометрическое место середин 
хорд данного направления (диаметр)?
49. Каким уравнением изображается диаметр линии 2-го порядка, сопря­
женный хордам с данным угловым коэфициентом?
50. Через какую точку проходят все диаметры линии 2-го порядка?
К § 10.
51. Какие направления называются сопряженными относительно линии 2-го 
порядка?
52. Каким уравнением связаны угловые коэфициенты двух сопряженных 
направлений?
53. Каков (необходимый и достаточный) признак того, что уравнение линии 
2-го порядка отнесено к координатным осям, имеющим сопряженные напра­
вления?
К
54. Какие направления называются главными для линии 2-го порядка?
55. Какими двумя уравнениями определяются угловые коэфициенты глав­
ных направлений?
56. Для какой линии 2-го порядка главные направления неопределенны и 
что это означает? .
57. Какое уравнение называется характеристическим уравнением линии 
2-го порядка и как оно связывается с определением ее главных направлений?
58. Как показать, что характеристическое уравнение при действительных 
коэфициентах уравнения линии всегда имеет действительные корни?
59. Когда характеристическое уравнение имеет равные корни?
К § 12.
60. Как пишется уравнение касательной к линии 2-го порядка в данной 
ее точке?
61. Есл^ данная прямая касается заданной линии 2-го порядка, как найти 
координаты ее точки прикосновения?
К § 13.
62. Как пишется условие касания прямой к линии 2-го порядка?
63. Что называется координатами прямой?
64. Что такое тангенциальное уравнение данной линии 2-го порядка?
Ч
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65. Что называется окаймленным определителем и как он развертывается?
66. Что называется классом линии и каково его геометрическое значение?
67. Какого класса будут линии 2-го порядка?
К § 14.
68. Что называется асимптотами линии 2-го порядка?
69. Через какую точку проходят обе асимптоты линии 2-го порядка?
70. Каким уравнением можно изобразить обе асимптоты линии 2-го порядка?
71. Каковы будут асимптоты параболы?
72. Какая гипербола называется равностороннею?
Упражнения. 635. Составить уравнение линии 2-го порядка, касающейся 
осей координат в точках (1; 0), (0; 2) и проходящей через точку (2; 1).
Указание. Абсциссы точек пересечения линии, изображаемой уравнением (1), 
с осью лг-ов определяются уравнением:
йц'х- -|— 2a Jg-V -j- #33== 0;
гак как искомая линия должна касаться оси л'-ов в точке (1; 0) (т. е. пере 
секать ее в двух совпавших точках), то:
откуда
ат  _  | 
#и
а 13 —  —  а зз*
Подобным же рассуждением, используя касание оси ординат в точке (С; 2) 
к искомой линии, мы найдем:
Наконец, из условия, что^искомая линия проходит через пятую точку (2; 
1), мы определим отношение #12: #33.
636. Составить уравнение параболы, касающейся осей координат в точках 
(а; 0 ) и (0; Ь).
Замечание. Условие, что искомая линия касается осей координат в со- 
ответствующих двух точках, равносильно заданию четырех точек искомой 
линии; условие, что искомая линия должна быть параболой, дает пятое соот­
ношение для коэфициентов общего уравнения.
637. Составить уравнение линии 2-го порядка, проходящей через точки
(4; 6), (3; 8), Г — , y j  и касающейся каждой из осей координат.
638. Линия 2-го порядка определяется относительно некоторой системы 
координат уравнением:
х2 — 4*у  +  Зу2 — 8л: +  6у =  0.
Начало координат переносится в новую точку с сохранением направления
осей, причем в преобразованном уравнении новые коэфициенты имеют значе- 
/ /
ния а13 =  — 1, а2з =  — 2. л
Определить свободный член преобразованного уравнения линии, а затем 
найти координаты нового начала по старой системе.
639. При каких значениях параметра X уравнение:
(Ах -j-By-j-C) (А'х +  Вгу  +  С )  — \ху  =  О 
изображает пару прямых.
640. Найти координаты центра и радиус окружности, изображаемой отно­
сительно прямоугольной системы координат уравнением:
L (x 2 + y *)  +  Px +  Qy +  S =  0.
•  • •  •
641. Произведение отрезков хорды, проходящей через любую точку и 
параллельной оси лг-ов, относится к произведению отрезков хорды, проходящей
через ту же точку параллельно оси .у-ов, как а22:а п  (т. е. как коэфициенты 
при квадратах координат уравнения кривой 2-го порядка).
642. Найти условие, при * котором асимптоты кривой, заданной общим 
уравнением относительно косоугольной системы координат, взаимно перпенди­
кулярны.
Указание. Условие перпендикулярности двух направлений изображается 
для косоугольной системы координат в виде:
1 +  (Л +  kr) cos <0 4 - kkr — О,
но из уравнения (26')> определяющего угловые коэфициенты асимптотических 
направлений
*  +  * /  =  - 2* 1? ,  kk' =  ^
«и
Подставляя эти значения суммы и произведения угловых коэфициентов в пре­
дыдущее условие перпендикулярности, получим искомое соотношение (для 
равносторонней гиперболы) в виде:
fljj — 2а 2^ cos —j— #22 ■— 0.
643. Найти место центров кривых 2-го порядка, прохЬдящих через четыре 
заданных точки: (at; 0), (а2; 0), (0; Ьл), (0; Ь2).
644. Каковы будут главные направления линии, распадающейся на пару
прямых? 1
645. Составить уравнение гиперболы, проходящей через точку и
имеющей своими асимптотами пару прямых:
А'х  +  В'у +  С  =  О,
А" х +  В"у  -(- С” =  0.
Указание. Уравнение гиперболы, имеющей своими асимптотами оси коор­
динат х  =  0, у =  0, будет:
ху — т  =  О,
поэтому уравнение гиперболы, имеющей асимптотами заданные прямые, будет:
(А'х +  В'у +  С') (А"х 4- В"у +  С") +  X =  О,
где неизвестный параметр X определится из дополнительного условия, что 
линия проходит через заданную точку.
Г Л А В А ХШ.
Теория поляр.
Из одной точки (например вне эллипса) можно провести к линии 2-го по­
рядка вообще две касательных; г рямая, соединяющая их точки прикосновения, 
называется полярою первой точки. Если мы составим уравнение поляры 
данной точки относительно заданной линии 2-го порядка, то это уравнение 
будет оставаться действительным независимо от того, можно ли из данной 
точки провести к кривой пару действительных касательных или нельзя. Это 
обстоятельство показывает, что связь между точкой и ее полярою может быть 
геометрически определена и другим способом помимо построения касатель­
ных, которое не всегда возможно; такой способ действительно существует 
и связан с так называемыми гармоническими четверками точек. Свойства 
линии 2-го порядка, связанные с отношениями точек к своим полярам, назы­
ваются полярными свойствами линий 2-го порядка. Замечательно, что значи­
тельное число геометрических свойств линий 2-го порядка может быть 
рассматриваемо в числе полярных свойств. С этой точки зрения свойства 
линий 2-го порядка оказываются свойствами, общими всем трем типам линий 
2-го порядка (эллипсу, гиперболе и параболе) без различия их вида; как только 
какое-либо специальное свойство той или другой линии (например окружности 
или эллипса) мы представим как полярное свойство, мы тем самым находим 
общую формулировку этого свойства, приложимую и к остальным типам 
линий 2-го порядка. На этом основании можно сказать, что изучение поляр­
ных свойств линий 2-го порядка есть изучение их общих свойств независимо 
от их формы, размера или положения (относительно координатной системы).
1. Уравнение пары касательных из данной точки.
♦
Предположим, что нам даны две точки М1(х 1] у х) и М2(х:2; у2), и 
мы хотим найти точки пересечения данной линии 2-го порядка:
2F  =  ацх2 +  2й12* у +  а22у2 - f  2aisx  -(- 2aiby  +  а88 =  О ( 1)
с прямой, соединяющей две заданных точки.
Координаты какой-либо точки М на прямой, проходящей через
точки и М2% могут бытьк выражены через отношение X =
в следующем виде:
xi ~f~ Хаг2 у\ -{- \у~%
I -j- х ’ 1 —{— х
*  •
или, если пользоваться однородными координатами и принять р. =  
в виде:
х  __ у  =  Z
xl yi -f- (Jy2 “Ь
I
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Подставляя эти значения в уравнение (1), мы, значит, требуем, 
чтобы точка М (х : у  : г) лежала на данной линии; результат подста­
новки будет:
а и  (Х 1 +  № 2)2 +  <*22 Ol +  № )2 4“ й33 ( * \  +  ^ 2)2 +
“г 2<*2S (Vi “Ь ^ .Уг) ( i^ 4~ ^ 2) 4" 2йз1 (^i (x i 4~ 4"
+  2<*ia (* 1 +  l**®) (Л 4 “ t%) =  (3)
Развертывая левую часть этого уравнения по степеням у, легко 
видеть, что ее крайние коэфициенты будут 2F  (xv Ух, * i )  и 2F (лг2, ^2);
.обозначим их короче через
2^  и 2F 2.
Половина же коэфициента при первой степени }х будет:
Р  =  ах lXlx 2 +  «яьУхУъ +  «З8г1г2 +  «23 СУЛ + > 2^ 1) +
- f  «81 Ol*2  +  Ч Хх) +  «12 (ХЛ  +  X2^ l);
<
последнее выражение называется полярною формою по отношению 
к первоначальной форме 2F  (х, у, г); если две тройки (х 1 : у х z j  и 
(х2 : у2 : z2) совпадают, то полярная форма обращается в первоначаль­
ную форму 2F. Выражение Р  вследствие своей симметрии может быть 
представлено в двух видах:
Р  =  4 ” У\^у,г 4~ z\Fx2 —
—  Xcf хг 4" у у 14~ z 2F z j
отмеченной особенности мы в дальнейшем дадим геометрическое истол­
кование. Итак, уравнение (3) относительно р может быть написано 
в следующем вице:
2 F x +  2 Яр +  2 / > 2 =  0, (3 ')
и оно *) дает два значения для jx, как и следует, ибо всякая прямая 
должна пересекать линию 2-го порядка в двух точках. Зная р, мы 
найдем по формулам (2) координаты двух точек М  и М 1 (черт. 151) 
пересечения нашей линии с прямой, проходящей через точки Мх и 
В силу происхождения формул (2), обозначая корни уравнения (3 ') через 
р' и р/', будем иметь:
*
M\Mf _ , z2 М1М " _  „21 . . .
М'М2 1 гх ’ М"М2 ~  г 2, * w
Если мы теперь хотим, чтобы прямая, проходящая через Мх и 
касалась нашей линии, необходимо требовать, чтобы точки пересеч*-
*) Возвращаясь к прежнему параметру ) 
также написать в виде
AUM
ММъ
2/ W  +  2Рг^1 -f 2FtffW =  0.
, это уравнение можно
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ния совпадали (черт. 152), т. е. чтобы уравнение (3Л) имело равные 
корни. Тогда условие:
рг _  2F x ♦ 2F2 =  О
будет связывать координаты точек /Wj и Л42; если мы закрепим точку 
точка М2 будет перемещаться по прямой, проходящей через точку Мх 
и касательной к линии ( 1): предыдущее соотношение при переменных 
координатах х2, у2 обратится в уравнение геометрического места 
точек ЛГ2. Таким образом уравнение этого геометрического места бу­
дет (отбросим индексы у координат второй точки Л12):
P* — 2Fr 2F =  0, (5)
где
F ^ xF xt~{~yFy^ \ ~ zF*, = х \Рх~\~У\Р'y +  z \Fv (б)
т. к. уравнение (5) оказывается 2-ой степени, то оно будет изображать 
пару касательных из точки М х к данной линии 2-го порядка.
Пара любых прямых линию 2-го порядка будет пересекать вообще 
в четырех точках, координаты которых будут определяться двумя урав­
нениями, каждое из которых 2-й степени. . Если же пара секущих 
обращается в пару касательных, то их общие с линией точки совпа­
дают по две. 44 на самом деле, если мы желаем определить точки 
прикосновения пары касательных (5), мы должны совместно решать 
два уравнения: уравнение пары касательных (5) и уравнение самой ли­
нии (1); эти два уравнения
P * _ 2/ V  2F = 0,
2F =  0
как следствие дадут нам:
Р* =  О,
т. е. уравнение линии, содержащей искомые точки прикосновения. 
Последнее уравнение изображает сдвоенную прямую:
р  =  о, (7)
на которой лежат точки прикосновения, сочтенные выше вдвойне. 
Прямая, изображаемая уравнением (7), может быть названа хордою 
прикосновения пары касательных из точки Мх (х.х : у г : г х) к данной 
линии. Замечательно то, что касательные из точки М х (х 1 : у 1 : г 1) 
могут оказаться мнимыми [уравнение (5) пары касательных может иметь
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действительные коэфициенты, но изображать пару мнимых прямых], 
точки прикосновения будут мнимыми (сопряженными),* а прямая (7), 
проходящая через точки прикосновения, во всяком случае действительна, 
если, конечно, действительны коэфициенты начального уравнения (1) 
и координаты данной точки (x1 : y 1 : z 1).
Каждой точке Мх (хх :ух: zx) плоскости таким образом соответствует 
определенная действительная прямая (7); ввиду неудобства говорить 
о хорде прикосновения в тех случаях, когда на самом деле действи­
тельных касательных не имеется, прямую (7) называют также полярою 
точки Мр ниже мы увидим, что она может быть определена геометрически 
и притом действительным свойством при всяком положении точки МЛ. 
Точка М1 по отношению к прямой (7) называется ее полюсом.
Упражнения. 646. Составить уравнение пары касательных из точки 
М1 (хх\ уц) к линии (1), пользуясь ее полярным уравнением.
Указание. Если прямая направления ( т  : п), проходящая через' точку 
Mi (хх\ ух), касается данной линии (пересекает ее в двух совпавших точках), 
то необходимо, чтобы полярное уравнение линии:
Afp2 -f 2Np +  R =  О,
определяющее точку пересечения выбранной прямой с данной линией, имело 
равные корни, т. е. необходимо:
№  — M R = :0 .  (В)
Таково условие, определяющее направление (т  : п) касательной из точки 
(х ь  ^l) к данной линии; так как это условие 2-Й степени относительно угло­
вого коэфиниента k =  ^  (оно однородно относительно т  и п) касательной, то
мы заключаем, что из каждой точки плоскости к данной линии 2-го порядка 
можно провести пару касательных (действительных или мнимых).
Подставляя в уравнение (8)
\ х *1 У —У i
где л:, у — координаты какой-либо точки касательной, а р— расстояние этой 
точки от точки (хх; уц), сокращая затем уравнение на ~  и производя упро­
щения, получим окончательное уравнение пары касательных иа точки (хХу у х) 
в виде ранее полученного уравнения (5).
647. Составить уравнение пары касательных из точки ( — 1; 2) к линии, 
изображаемой уравнением:
х 2 +  2ху -\~ 3у2 — 4х — 6у/ =  0.
•  *
648. Составить уравнение пары касательных для каждой из данных линий 
из указанной точки:
1) для линии Зл:2 +  4лгу +  7У2 — 4лг -Ь 1 = 0  из точки (1; — 1)г
2) „ , х2 +  \Ъ х у + у 2 — 8* - f  2у +  3 =  0 ,  . ( - 2 ;  1),
3) „ . 4 ^ + У 3 +  6л‘ +  2у  + 9 =  0 „ „ (1; 2),
649. Составить уравнение пары касательных к линии:
х2 — бху -f~ 8_у =  О
из точки (1; 2) и найти координаты их точек прикосновения^.
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2. Ангармоническое отношение.
Возьмем четыре точки А, Б, С, D  на одной прямой; точки С и D  
второй пары будут делить расстояние от первой точки А до точки В  
в отношениях:
АС AD 
СВ И DB>
отношение этих простых отношений, именно:
А С .tAD 
СВ '*DB  ’
называют сложным или ангармоническим отношением четырех точек 
А , В, С, Z); точки, принадлежащие одной паре, как А и В  или С и  Д  
будем называть сопряженными. Сложное отношение будем обозначать 
символом (ABCD), ставя наименования точек в заданном порядке между 
круглыми скобками, так что:
(ABCD) = АС . AD С В ' DB '
Упражнения. 650. Ангармоническое отношение положительно, если обе 
точки С и D  второй пары находятся между точками А к В  первой пары или обе 
точки С и D одновременно вне отрезка АВ (и обратно); ангармоническое 
отношение отрицательно, если точки С и D второй пары разделяются  точ­
ками А и В  первой пары, т. е. если одна точка второй пары внутри от­
резка АВ, другая же вне его; обратно, если ангармоническое отношение 
отрицательно, то точки одной пары разделяются точками другой пары.
651. Ангармоническое отношение не меняет своего значения, если 1) пе­
реставить сопряженные точки одновременно в обеих парах или 2) переменить 
места обеих пар, т. е.
1) {ABCD) =  (BADC),
2) (ABCD) =  {CDAB).
Указание. Доказательство этих предложений легко получить, если в слож­
ном отношении (9) переставлять буквы так, чтобы не менялось само сложное 
отношение, помня при этом, что перестановка букв отрезка меняет его знак, 
например:
(ABCD) — с в  _ — . B C — DA ■ СА — (BADC) и т. д.
652*. Перестановка двух точек в одной паре меняет значение ангармони­
ческого отношения на обратное, т. е.
(BACD) =  ’
(ABDC) =  ’
653*. Перестановка двух средних (или двух крайних) точек меняет значе­
ние ангармонического отношения на его дополнение к единице, т, е.
(ACBD) =  1 — {ABCD),
{DBCA) =  1 — {ABCD).
Указание. При всяком расположении четырех точек А, В, С, D на прямой 
их расстояния удовлетворяют (см. упражнение 36) соотношению:
АВ • CD -]- АС ■ DB  +  AD • ВС  =  0
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или
АВ . DC =  А С . DB +  AD • ЯС;
разделив последнее на произведение ВС• AD, мы получим:
АВ' DC AC'DB
ВС • AD ~~ 1 СВ-AD
или
(ACBD) =  1 -  (Л£С£>);
аналогичным приемом можно получить изменение ангармонического отноше­
ния при перестановке крайних точек.
654*. Ангармоническое отношение четырех точек А, В, С, D при всех 24 
изменениях их порядка (при 24 перестановках четырех букв) может иметь 
лишь шесть различных значений, а именно:
сABCD) =  (BADC) =  (CD ЛЯ) =  (ОСЯЛ) =  да,
(В АС О) =  (ABDC) =  (СОВА) =  (DCAB) =  ~ ,
(.ACBD) =  (CADB) =  (АОЛ С) =  (D SC 4) =  1 — да,
(BCAD) =  (СВ О А) =  (Л DSC) =  (ОЛСБ) =  1 — -4 ,
(СЛ SD ) =  (Л CDS) == (S D  С А) =  (D SA  С) =  у —  ,
(CBAD) =  (BCDA) =  (Л D C S) =  (D^iSC) =  - Ц -  =  1 -  ^
Если нам даны четыре луча a, b, d, лежащих в одной плоскости
и выходящих из' одной точки, наЬример точки 0 (черт. 153), то слож­
ное отношение синусов углов между этими лу­
чами, составленное по образцу сложного отно­
шения (9) четырех точек, именно:
sin (ас) ' sin (ad)(abed) sin (cb) * sin (db) 1 (10)
называется сложным или ангармоническим о т ­
ношением четырех данных лучей.
Когда пучок пересекается какой-либо прямой, то мы будем говорить, 
что сечение лучей пучка дает на прямой перспективный пучку ряд 
точек\ наоборот, если какую-нибудь точку 0 плоскости мы будем 
соединять с точками ряда на прямой и получим таким способом пучок 
лучей, выходящих из точки 0, то мы скажем, что проектирование 
ряда точек /на прямой из точки 0 дает перспективный ему пучок 
лучей (или „ряд* лучей).
Два ряда (одноименных или разноименных, точек или лучей — без­
различно) называются друг другу проективными, если один из них 
получается из другого последовательностью проектирований и сечений. 
Пусть сечение пучка а} b, с, d, . .  . некоторою прямою дает ряд соот­
ветственных точек Л, Ву Су £ > ,... (черт. 154); проектирование этого 
ряда из точки 0' дает новый пучок лучей a', Ь\ с \  d ' , . . . ;  сечение 
этого пучка какою-либо прямою дает ряд точек А', В С', / У , . . . ;  
проектирование последнего дает пучок лучей а1\  Ь'\ с", d сече­
ние которого даст ряд точек А , В , С \ D . .  и т. д.
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Тогда ряды a, b, ct d , . . .  и а", Ь", с", d” или ряды а , b, г, af, и 
В", С \  будут проективны между собой.
Проективные ряды обладают геометрическим свойством, которое и 
дает ценность их исследованию: ангармоническое отношение четырех 
элементов какого-либо ряда равно ангармоническому отношению четы­
рех соответственных элементов любого ряда, проективного первому, 
т. е.
(abed) =  (ABCD) =  (a'b'c'd ' ) =  (А? В' C D ')  =  ( a ^ V / )  =
=  {АГ ВТ С  ГГ) = . . . ;
то же свойство можно формулировать и иначе: сечение или проекти­
рование рядов не меняет ангармонического отношения четверок
соответствующих элементов.
Возьмем два перспективных 
ряда лучей a, b, с, d , . . .  и пер-
Черг. 154.
*
гой стороны, произведением двух 
между ними, поэтому:
спективных им точек Л, В, С, 
Д . . .  (черт. 155); двойная пло­
щадь каждого из треугольников 
данной фигуры может быть опре­
делена, с одной стороны, про- , 
изведением основания на вы­
соту (из вершины 0), с дру-
откуда:
h • АС О А • ОС sin (ас) h • AD О А • OD sin (ad)
h • СВ ОС-OB sin (cb) ’ h-DB~~ OD ■ OB sin (Sfo) >
ЛС f Л В __sin (ac) # sin (яд?)
C B 1 DB~~  sin (c£) : sin (d *);
нетрудно установить, что полученное равенство будет иметь место не 
только по абсолютной величине, но и по знаку, если брать направлен­
ные значения отрезков и углов. Итак, для двух перспективных рядов 
мы имеем:
\ABCD) == {abed) у
а отсюда уже легко получается и общая теорема., для двух проектив­
ных рядов, указанная выше. Нижеследующие упражнения содержат 
другое (аналитическое) доказательство той же теоремы.
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Упражнения. 655 *. Пусть уравнение какой-либо прямой сокращенно 
пишется в виде: и =  0; тогда отношение, в котором какой-либо отрезок АВ 
делится точкою М пересечения его с данной прямой, изобразится в виде:
AM _  их
—4
где их и и2 — соответственно результаты подстановок координат точек А и В 
в левую часть и уравнения данной прямой.
Указание. Предположим сначала, что точка М пересечения данной прямой 
с отрезком АВ находится вне последнего; опустим из точек А и В  перпен­
дикуляры Л<>1 и BQ2 на данную прямую 
(черт. 156); направленные расстояния AQX и 
BQ2 будут одинаковых знаков, так как точки 
А я В  находятся в этом случае по одну сторону 
от данной прямой. Следовательно, из подобия 
треугольников AQXM и BQ2M, принимая во вни­
мание знаки отрезков, мы получим:
AM _  AQt 
M B BQ2 • («)
Если обозначить через т  нормирующий множитель уравнения,данной прямой, 
тогда: Л(?1 =  ти ь BQ2 =  ти 2 где их и и2 — соответственно результаты подста­
новок координат точек Л и В  в левую часть, и уравнения прямой. Таким 
образом соотношение (а) после подстановки значений AQX и BQ£ даст нам:
AM _  их
MB ~  iu, '
Нетрудно убедиться, что тот же результат получится и в том случае, когда 
точка М пересечения прямой с отрезком находится внутри последнего.
656*. Пусть уравнения двух прямых будут:
v =  0. (Ь)
Уравнения двух каких-либо других прямых (с) и (d), проходящих через 
точку пересечения двух первых, можно написать в виде:
и — kv =  0, (с)
и — k'v =  0;
тогда ангармоническое отношение четырех выбранных лучей (a), (b), (с), (d^ 
будет: '
{abed) =
Указание. Пусть нормирующий множитель для уравнения и =  0 будет т  
и для уравнения i> =  0 будет п, тогда уравнение луча (с) можно написать 
в виде:
(mu) — ^ [(nv) =  0,ТЬ у
но если уравнения основных прямых взяты.’в нормальном виде, тогда параметр 
третьей прямой выражается через простое отношение синусов их углов (см. 
упражнения 223, 237 и 850):
___si п {ас)
~ ~ ~  sin {cb) ’
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аналогично для четвертой прямой:
mk' sin (ad) 
sin (db) *
откуда
п
k sin (ас) sin (ad) . .
ТГ =  -"- 7- J r  : =  ( я ^ )sin (cb) sin (db)
657*. Пользуясь решением двух предыдущих задач, доказать теперь анали­
тически равенство ангармонических отношений четырех лучей и четырех 
точек, находящихся друг относительно друга в перспективном положении.
3. Гармонические четверки точек или лучей.
Когда сложное или ангармоническое отношение четырех точек или 
лучей равно— 1 (отрицательной единице), то говорят, что они обра­
зуют гармоническую четверку. Например, четыре точки А, В , С, D 
образуют гармоническую четверку, если:
или
(A BCD) = АС A D __СВ ' DB
АС _  AD 
С В ~~ DB *
В гармонической четверке два элемента одной пары обязательно раз­
деляются двумя элементами другой пары. На основании общей тео­
ремы предыдущего параграфа о сохранении ангармонического отноше­
ния очевидно, что при проектировании и сечении гармоничность соот­
ветствующих четверок 'сохраняется.
Предположим, что точка С является в частности серединою отрезка
АВ , тогда простое отношение АССВ равно единице, а потому соотноше­
ние ( 11) даст:
AD __ 
DB ~
т. е. точка D будет бесконечно удаленной точкой на прямой, содер­
жащей отрезок АВ\ наоборот, если точка D  есть бесконечно удаленная
точка, тогда 1, и из соотношения ( 11) получим, что
А С __.
СВ 1 '
т. е. точка С есть середина отрезка АВ, Итак, середина отрезка гар­
монически сопряжена с бесконечно удаленною точкою (и наоборот) 
относительно его концов.
Назовем расстояния точек С, В, D от точки А соответственно 
через pj, р и р2, тогда (черт. 157):
A C = p v СВ — р— pv
ч
A D ~ h >  =  ? —
СО
0.
и соотношение ( 11) даст нам:
Pi I Р2 __
Р — Pi ' Р ~  Р2
Освободившись от знаменателей и перенося часть членов в правую 
сторону, получим:
P P i  +  P P a = 2 P i P 2 >
наконец, разделив это равенство ьт произведение ppjp2, найдем
или
Р
2_ =  J_ , _1_
Р Pi ’ Р2
о
A С------о- 8-?о- в
(12)
Черт. 157.
Это соотношение определяет нам положение точки В, четвертой 
гармонической к начальной точке А относительно пары точек С и D;
выражение ^  т * е* полУсУмма обратных величин данных рас­
стояний, называется средним гармоническим этих расстояний; таким 
образом обратная величина расстояния точки В  от точки Л равна 
среднему гармоническому расстояний точек С и D второй пары, счи­
тая от начальной точки А. В нижеследующих упражнениях дается 
свойство четырехсторонника (т. е. фигуры, образованной четырьмя дан­
ными прямыми), которое позволяет с помощью лишь линейки строить 
по трем данным точкам четвертую гармоническую.
Упражнения. 658*. Пусть нам даны уравнения трех прямых, не сходящихся 
(все три) в одной точке:
а =  0, {3 =  0, т =  0,
тогда уравнение всякой четвертой прямой может быть написано в виде:
аа +  Ь$ -f- су =  0.
Замечание 1. Пусть некоторая прямая изображается уравнением & =  0, 
и та же прямая изображается уравнением аа -f- b$ +  су =  0, где os =  0, {3 =  0, 
у =  0 — уравнения трех прямых, не сходящихся- в одной точке; отсюда сле­
дует, что левые части двух указанных уравнений (одной и той же прямой) 
могут отличаться лишь числовым множителем, т. е. должно существовать 
соотношение, тождественное относительно координат х н у :
аа 4~ Ь$ +  НЕ — db
или
аа —j— bfi —J— су —(- db —- 0.
Замечание 2. Когда левые части уравнений четырех прямых связаны ука­
занным тождественным соотношением:
аа -f- b§ +  су -f-db ЕЕ 0,
то, умножая уравнение каждой из четырех данных прямых на подходящий 
множитель, мы можем считать, что коэфициенты а , Ь, с, d сведены к едини­
цам, и соотношение приведено к виду:
я —|— |3 —|— у —J—  ^—' 0.
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659*. Каждая из диагоналей четырехсторонника (т. е. прямая, соединяющая 
две его противоположных вершины) гармонически разделяется двумя другими 
диагоналями. Л
Указание. Возьмем четырехсторонник ABCD (черт. 158), уравнениями сто­
рон которого будут:
(•АВ) а == 0,
(ВС)
0
р =  0,
(CD) '! — 0,
(DA) 5 =  0;
между левыми частями этих уравнений на основании предыдущего мы можем 
предполагать существование тождественного соотношения:
а 4"Р +  Т +  ° = 0-
Из. этого тождества вытекает, что два уравнения:
(BD) a-|-p =  0 H f - f o  =  0
изображают одну и ту же прямую. Но форма первого из них показывает, что 
эта прямая проходит через точку пересечения прямых а =  0 и р =  0, т. е.
через точку В ; форма же второго показывает, что та же прямая проходит че­
рез точку D. Итак, каждое из этих уравнений изображает диагональ BD.
Аналогичным образом убеждаемся, что диагональ АС изображается одним 
из двух равносильных между собой уравнений:
{АС) a - f  о =  0 или р +  7 =  О,
/
*
диагональ же KL — любым из уравнений:
(KL) а -}- y =  0 или р -}- 6 =  0.
Уравнение:
а  —  {3 =  0
можно написать также в виде:
(а -|- о) — (Р +  о) =  0,
.*
поэтому эти уравнения изображают одну и ту же прямую, с одной стороны 
проходящую через точку В, с  другой стороны проходящую через точку пере­
сечения прямых АС и KL, т. е. через точку F] итак, каждое из этих двух 
уравнений изображает прямую BF.
Таким образом мы имеем четыре прямых ВА, ВС, BD  и BF, выходящих 
из одной точки В  и изображаемых соответственно уравнениями:
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{В А) сс == 0,
(ВС) = 0,
(BD) а +  М = 0,
(BF) « - Р  == о,
а поэтому эти прямые образуют гармоническую четверку. Следовательно, 
(ACOF) или (KLEF) будут гармоническими четверками точек. Из точки К  
четверка (ACOF) проектируется на диаго­
наль BD  гармоническою четверкою (BDOE), 
и тем самым теорема доказана: каждая из 
диагоналей четырехсторонника гармонически 
разделяется двумя другими диагоналями.
Замечание. Гармоническим свойством 
четырехсторонника можно воспользоваться 
для построения четвертой гармонической 
точки к трем данным, пользуясь при этом 
только линейкой. Пусть нам даны на прямой 
три точки К , U Е  (черт. 159); проведем через 
точку К  две любых прямых КН  и КН7, а 
через точку Е — также произвольную прямую, пересекающую две первых 
в точках В  и D.
Соединим точки В  и D с точкой L прямыми BL  и DL, и пусть первая 
пересекает КН' в точке С, а вторая пересекает КН в точке А; в таком случае 
прямая АС пересечет продолжение KL в точке /% которая вместе с точкой Е  
гармонически будет делить отрезок KL. На чертеже римскими * цифрами обо­
значен порядок проведения прямых. **
Черт. 159.
4. Поляра.
Вернемся теперь к линии 2-го порядка и рассмотрим пучок прямых, 
выходящих из точки М х: каждая из этих прямых будет пересекать
линию 2-го порядка в двух точках. 
Геометрическое место точек, вместе 
с точкою М х гармонически разделяю­
щих точки пересечения прямых пучка 
с линией 2-го порядка, назовем по­
лярою точйи Mv Пусть на какой-ни­
будь прямой пучка точки М г и М " будут 
ее точками пересечения с линией 2-го 
порядка (черт. 160), а М2— искомая 
четвертая гармоническая к трем точкам 
М М ", Mv тогда:
МХМ' a М3М"
М'М2 ' М"М2
МХМ' . МХМ" 0. (13)М'М2 1 М"М2
*
Если мы обозначим через У и X" отношения, в которых каждая иэ 
точек М' и М“ делит отрезок МХМ2> тогда предыдущее условие тре- 
чтобы:
1 , У - f  X" =  0. (180
Но, с другой стороны, соображения § 1 показывают, что У и У',
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определяющие точки пересечения прямой, проходящей через и Мй, 
с линией 2-го порядка, являются корнями квадратного уравнения:
2Fxz *  2 Pzxz2\  +  2 F2z * \ *  =  0. (3')
Так как по условию (13') сумма корней этого уравнения равна нулю, 
то соотношение:
Р =  О
или
+  y Fv, +  zFBt 0 (7)
при данных (x l :y i :z l) и будет определять геометрическое место то­
чек М2 (индексы отброшены в уравнении), четвертых гармонических 
к точке Мг и точкам пересечения прямых пучка с данной линией.
Таким образом для линии 2-го порядка поляра есть прямая. Ее 
уравнение (7) тождественно с ранее полученным уравнением хорды 
прикосновения касательных из той же точки Мх к линии 2-го порядка. 
Впрочем, как только установлено, что поляра есть прямая, необходи­
мость совпадения этой прямой с хордой прикосновения касательных 
становится геометрически очевидной. В самом деле, когда прямая пучка 
поворачивается около точки М1 и становится касательною к данной ли­
нии, ее точки пересечения совпадают в одну точку, с последней совпа­
дает и точка М2 (четвертая гармоническая), как находящаяся между 
точками пересечения. Таким образом поляра точки М1 проходит через 
точки прикосновения касательных к линии, выходящих из точки Mv 
Если точка (x1 :y 1:z 1) лежит на линии 2-го порядка, уравнение поляры 
становится вместе с тем уравнением касательной, поэтому поляра 
точки, принадлежащей линии 2-го порядка, есть касательная к линии 
и проходит через выбранную точку. Легко видеть, что, обратно, если 
поляра какой-либо точки проходит через последнюю, то точка лежит 
на линии 2-го порядка; в самом деле, из условия (что поляра содержит 
свой полюс):
4 - гА  =  °
вытекает по теореме Эйлера:
2F(x1:y l :z 1) =  0,
\
т. е. что точка лежит на кривой.
Упражнения. -66р. Вывести уравнение поляры данной точки
>
пользуясь полярным уравнением линии 2-го порядка.
Указание. Пусть прямая, проходящая через М±, пересекает кривую в точ­
ках М! и М", расстояния которых от будут р1 и р2; тогда эти Последние 
будут корнями полярного уравнения линии:
' AfpSi 4 -5Wp+ ./?  =  О,
п р и ч е м
Pi +  ?2 -----
2 N 
М-* PlP2 =
Л "
м  *
Обозначим через р расстояние от до точки М2> четвертой гармониче­
ской к трем точкам Ж', М", Му, тогда, как мы видели:
1 1 (  1 , 1 \
Р ~ . 2  W +  p j  ( l 2 )
JL =  Pi H~ Pa.
P 2piP2 ’
подставляя сюда значения суммы и произведения корней полярного уравнения 
кривой', мы получим:
1 , N
или
R
или
Р (mFXi +  nFyx) +  2F  (xt : y\ :zL) =  0.
Полученное уравнение поляры после замены:
*
рт =  х  — л'!, p/z =  у — у 1
г
можно привести к виду (7).
661*. С помощью линейки построить к данной вычерченной кривой поляру 
точки М{ и касательные к кривой из точки Mv
5. Свойства поляр и полюсов.
Возьмем какую-нибудь точку А и проведем через нее любую, пря­
мую, пересекающую кривую в точках М' и М"; пусть далее точка В  
будет четвертой гармонической к точкам М 'у М ', А.
В таком случае поляра а точки А пройдет через точку В\ но й 
точка А гармонически отделяется от точки В  точками М  и М", стало 
быть, поляра b точки В  проходит через А. Итак , ее ли из двух точек 
первая леж ит на поляре второй, ‘т о  и вторая лежит на поляре 
первой.
Аналитически этот результат есть просто следствие симметрии урав­
нения поляры и- легко может быть обнаружен. Если мы выразим, что 
точка (х< :у { : г {) лежит на поляре:
Г  i
xF Xi+ y F Viy z F s = 0
точки (х2 :у2 : z2), to мы получим соотношение:
V 4  =  Or 14)
■*
если же написать, что точка (х2 :у2: z2) лежит на поляре
x FXl+ y y F ~ \-  zFz = 0  -
точки (x i :y l :z j)> то получится соотношение:
X ' f  x ,  Л - У V l  +  z 4 F z l =  о; (140
равносильное (вследствие симметрии полярной формы) прежнему.
Две точки, из которых каждая лежит на поляре другой, называются 
точками полярно-сопряженными относительно данной линии 2:го порядка;
5 З-ак. 2193. — Бюшгенс С. О. /^ с
условие полярной сопряженности двух точек будет выражаться соотно­
шением (14) или (14'); с какой-либо данной точкой, очевидно, сопря­
жены все точки ее поляры.
Свойства взаимности точек А и В, составляющих гармоническую 
четверку с точками М  и Ж", можно формулировать и в следующем 
виде: если из двух прямых первая проходит через полюс второй, т о  
и вторая проходит через полюс первой. Такие две прямые называются 
полярно-сопряженными', с какой-либо данной прямой сопряжены все 
прямые, проходящие через полюс первой.
Из двух указанных предложений следует, что если точка переме­
щается по какой-либо прямой, то ее поляры постоянно проходят через
неподвижную точку, именно полюс пер­
вой прямой; равным образом, когда пря­
мая вращается около какой-либо точки, 
то ее полюсы пробегают некоторую пря­
мую, именно поляру этой точки.
Возьмем две какие-либо точки А и В, 
и пусть их поляры а и b пересекаются 
в точке С (черт. 161). Так как С лежит 
на поляре (а ) точки А, то ее поляра 
должна проходить через точку А; рав­
ным образом, раз С лежит на поляре^#) 
точки В , то ее поляра должна проходить 
через точку В . Итак, поляра точки С 
В , она есть прямая, содержащая обе эти 
точки; таким образом прямая, соединяющая две произвольные точки 
плоскости, является полярою точки пересечения поляр этих точек от­
носительно данной линии 2-го порядка или, иначе, точка пересечения 
двух произвольных прямых является полюсом прямой, соединяющей 
полюсы этих прямых.
Аналитически предыдущее предложение подтверждается следующим 
образом. Условие, что точка С (лг3:уъ: zs) принадлежит полярам (а) 
и (b) точек A {xi :y 1:z l) и В {х 2:у 2: z2), выражается соотношениями:
* 8 * 4  +  уг+ V 4  “
+  zaFh =
но эти последние тождественны соотношениям:
x l F x, +  У ^ у , +  ZlF z„ =  °>
x aF xs+ y<zF уг +  Z1Fг, =  °»
выражающим, что точки А и В  принадлежат поляре точки С:
xFxB +  yFyB +  zFt% =  0.
Упражнения. 662. Найти полюс прямой, изображаемой уравнением
их -J- vy -j- wz — О, 
относительно данной линии 2-го порядка 2F =  0.
проходит и через А и через
Указание. Координаты полюса данной прямой можно определить тем спо­
собом, каким мы в § 13 гл. XII определили координаты точки, прикоснове­
ния, с тою лишь разницей, не влияющей на окончательный результат, что здесь 
полюс может не лежать на самой данной прямой или на самой линии 2-го 
порядка. Координаты полюса определятся соотношениями:
х\ =  У1 _  *х 
Ф* Ф-y Фго’
где 2Ф(и, v, w) — левая часть тангенциального уравнения данной линии.
663*. Найти условие полярной сопряженности двух прямых:
ихх  -f- ЩУ +  — О,
и2х  +  v2y  +  w2z =  О
©тносительно данной линии 2-го порядка.
Указание. Две данные прямые будут полярно-сопряженными, если полюс 
одной из них:
Х\ _  Ух _  *1 
Фих Ф91 Ф'Ю1
лежит на другой прямой, т. е. если выполняется условие:
ЩФ их +  V2&vx +  W2&w1 =  0. (15)
Замечание 1. Условие (15) полярной сопряженности двух прямых изобра­
жается равенством нулю полярной формы левой части тангенциального урав­
нения линии, т. е. оно по, тангенциальному уравнению пишется так же, как 
условие полярной сопряженности двух точек пишется по точечному уравне­
нию линии.
Замечание 2. Условие полярной сопряженности двух прямых, следуя по­
дробному выводу § 13 гл. ХГ1, может быть написано также в виде:
а 11 а 12 а 13 и1 
О 21 а 22 а 23 V1 
а 31 а 32 а Ш W1
и2 v2 w2 о
(150
Оно обращается в тангенциальное уравнение линии (почему?), если данные 
прямые совпадают.
Известно, что середина отрезка гармонически сопряжена с беско­
нечно удаленною точкой относительно концов отрезка. Поэтому, если 
мы рассмотрим пучок лучей, выходящих из центра линии 2-го порядка, 
то на каждом луче относительно его точек пересечения с линией 
центру будет гармонически сопряжена бесконечно удаленная точка; 
следовательно, центр линии 2-го порядка есть полюс бесконечно уда­
ленной прямой.
Возьмем теперь пучок параллельных хорд, пересекающихся, следо­
вательно, в некоторой бесконечно удаленной точке; тогда диаметр, 
делящий их пополам, будет полярою этой бесконечно удаленной точки; 
каждая из хорд проходит через полюс диаметра, а потому мы можем 
сказать, что два направления, сопряженные относительно линии 2-го 
порядка (в прежнем смысле слова), суть направления полярно-сопря­
женные относительно данной линии. В частности перпендикулярность 
двух направлений есть их полярная сопряженность относительно 
окружности.
5 * 6 7
ВОПРОСЫ  для ПОВТОРЕНИЯ.
к § 1.
1. Как составить уравнение, определяющее отношение, в котором данный 
отрезок разделяется точкой пересечения его прямой с линией 2-го порядка?
2. Как составить уравнение пары касательных к линии 2-го порядка из 
какой-либо точки ее плоскости?
3. Что называется полярною формой для данной квадратичной троичной 
формы?
4. Каким уравнением изображается прямая, проходящая через точки при­
косновения касательных к линии 2-го порядка, проведенных из данной точки
(-'■I '-У1: 2i)?
К § 2.
5. Что называется сложным или ангармоническим отношением четырех
точек на прямой? ' *
6. При каких перестановках порядка данных четырех точек их ангармони­
ческое отношение сохраняет свое значение?
7. Как меняется ангармоническое отношение при перемене порядка точек 
в одной паре?
8. Как меняется ангармоническое отношение при перестановке двух сред­
них точек или двух крайних?
9. Сколько различных значений может иметь ангармоническое отношение 
при всевозможных изменениях порядка четырех данных точек?
10. Что называется ангармоническим отношением четырех лучей, выходя­
щих из одной точки и лежащих в одной плоскости?
11. Какие ряды точек или лучей называются перспективными?
12. Какие ряды точек или лучей называются проективными?
13. Каким свойством обладают ангармонические отношения соответствен­
ных четверок элементов двух перспективных или вообще двух проективных 
рядов?
К § 3.
14. Какие четверки точек на одной прямой или четверки лучей в одной 
плоскости, исходящие из одной точки, называются гармоническими?
15. Как расположены гармонически сопряженные точки одной пары отно­
сительно точек другой пары?
16. Где будет находиться четвертая гармоническая к середине отрезка 
относительно его концов?
17. Что называется средним гармоническим двух величин?
18. Как определить расстояние четвертой гармонической от первой точки 
по расстояниям от той же точки точек другой пары?
19. Каким гармоническим свойством обладает четырехсторонник?
20. Как строится четвертая гармоническая к трем данным точкам?
к § 4.
' i 4 ’
21. Что называется полярою точки относительно линии 2-го порядка?
22. Каким уравнением изображается поляра данной точки относительно 
заданной линии 2-го порядка?
К § 5.
/ 23. Какие две точки называются полярно-сопряжёнными относительно линии 
2-го порядка?
24. В чем выражается взаимность полярной сопряженности двух точек?
25. Каким условием связаны координаты двух полярно-сопряженных точек 
относительно данной линии 2-го порядка?
26. - Какие прямые называются относительно данной линии 2-го порядка 
полярно-сопряженными?
27. Каким условием связаны координаты двух прямых, полярно-сопряжен­
ных относительно данной линии 2-го порядка? . ^
28. Какою прямой будет поляра точки пересечения, поляр двух точек?
6 8
29. Где будет полюс прямой, соединяющей две точки?
30. Каким образом определение, центра данной линии 2-г о порядка или ее 
сопряженных направлений может быть сведено к гармоническим свойствам?
Упражнения. 664. Составить уравнение поляры точки (2;— 1) относи­
тельно линии
* 2 +  4*у +  5у2 +  10* — 1бу — 4 =  0. .
665. Найти координаты полюса прямой
2х — 5у — 33 =  0
относительно линии:
\
4*2 4 - бху +  7у2 +  8 *4 -  12у — 25 =  0.
666. На прямой
2 * +  3у  +  5 •— 0
найти точку, полярно-сопряженную сточкой ( — 10; 2) относительно линии-
5 * 2 +  4*у — 7у2 +  2 * +  4у — 0.
667. Через точку (1; 1) провести прямую, полярно-сопряженную с прямой
х + у  — 3, =  0
относительно линии
З *2 — 10*у +  7у2 +  6 *  +  8у =  0.
668. Доказать, что каждый из фокусов эллипса: +
— 4->2 - 1  
аа +  Ь 1
имеет своей полярой соответствующую директрису.
Замечание. Аналогичное свойство имеется для гиперболы и параболы.
669. Две полярно-сопряженные" прямые, проходящие через фокус линии 
2-го порядка, всегда взаимно перпендикулярны.
Указание. Доказать это свойство, пользуясь каноническим уравнением 
линии 2-го порядка того или иного типа.
670. Найти такую точку, что каждые две взаимно перпендикулярные пря­
мые, через нее проходящие, полярно сопряжены относительно эллипса:
* 2 , У1— 1
671. Поляра любой точки асимптоты гиперболы:
* 2 __V2
~с£ б2
параллельна этой асимптоте.
672. Если две точки'полярно сопряжены относительно окружности
* 2+ J /2 == Г2
и находятся на одном радиусе, то их расстояния р1 и ,о2от центра окружности 
удовлетворяют условию:
/>1?2 =  Г>-.
673. Найти геометрическое место полюсов относительно эллипса
всех касательных к эллипсу
\
Глава XIV
Приведение общего уравнения линии 2-го порядка
к каноническому виду.
Геометрическое исследование линий 2-го порядка по их общим уравне­
ниям относительно произвольной декартовой системы координат обнаружило 
существование таких специальных декартовых систем коо динат относительно 
которых уравнение линии получает то или иное упрощение. Например, если 
за направления координатных осей принять два сопряженных относительно 
линии направления, то в ее уравнении должен пропасть член с произведением 
координат; если за направления осей координат принять главные направления 
линии, то мы получим прямоугольную систему координат, относительно кото­
рой уравнение линии не будет содержать члена с произведением координат; 
если за начато координат принять центр лилии (когда он находится на конеч­
ном расстоянии), то уравнение линии не должно содержать членов с первыми 
степенями координат. ~;
Нашей ближайшей задачей будет теперь приведение уравнения линии 
к тому или иному простейшему виду, ^в частности к каноническому виду 
с помощью подходящего изменения системы координат, т. е. преобразованием 
координат. Однако, поскольку нас часто интер(сует лишь вид кривой и ее 
размеры, характеризующиеся ее основными параметрами (например длинами 
полуосей для эллипса или гиперболы, параметром параболы), нам нет надоб­
ности знать в подробностях, как преобразуется координатная система; для 
указанных целей достаточно знать лишь коэфициенты преобразованного (на­
пример, канонического) уравнения.
Когда уравнение линии преобразуется с помощью замены координатной 
системы, то отдельные его коэфициенты изменяются, но некоторые выраже­
ния, составленные из коэфициентов уравнения линии, сохраняют свой вид и 
значения при любом преобразовании координатной системы; такие выражения 
называются инвариантами у равнения линии. С помощью этих инвариантов 
могут быть вычислены коэфициенты преобразованного уравнения: поэтому мы 
прежде всего должны установить число и вид инвариантов уравнения линии 
2-го порядка относительно любого преобразования координат.
Изучение инвариантов уравнения линии представляет интерес еще и по­
тому, что обращение какого-нибудь из них в нуль или вообще какая-либо 
зависимость между ними должны выражать собой некоторое геометрическое 
свойство линии, не зависящее от выбранной системы координат. (
/
1. Инварианты.
Если мы преобразуем общее уравнение линии 2-rtf порядка:
и' \
2F  =  апх 2 -j- 2 а^ху  +  ai2y* +  2 2 -|- а88 == О (1)
к какой-либо новой декартовой системе координат, то уравнение 
линии примет аналогичный вид с новыми коэфициентами: /
• 2 ^  =  аа Х* +  2 < 4 * К +  <4 Y2 +  2а[3Х  +  2<4 К +  4  =  0; (2)
7 0
при этом, производя в уравнении ( 1) замену старых координат их 
выражениями через новые по соответствующим формулам преобразо­
вания (§ 7 гл. IV), мы сможем все коэфициенты уравнения (2) выра­
зить через коэфициенты прежнего уравнения (1) и параметры преоб­
разования аналогично тому, как это мы делали при переносе начала 
координат (§ 2 гл. XII). Таким путем мы получим месть (по числу 
коэфициентов нового уравнения) соотношений между старыми и но­
выми коэфициентами и тремя параметрами общего преобразования 
координат; исключая из этих соотношений три параметра преобразо­
вания, мы получим три соотношения между старыми и новыми коэфи­
циентами; эти соотношения, как не содержащие параметров преобра­
зования координат, останутся неизменными (инвариантными) при любом 
преобразовании координат.
Итак, для коэфициентов старого и нового уравнения линии 2-го 
порядка существуют три соотношения, инвариантные при любом пре­
образовании координат (декартовых в декартовы).
Нашей ближайшей задачей будет найти эти инвариантные соотношения.
Упражнений. 674. Вычислить коэфициенты преобразованного уравнения (2) 
линии по коэфициентам прежнего уравнения (1), есЛи оси координат первона­
чальной прямоугольной системы повернуты на угол а около начала.
Указание. Уравнение (1) следует преобразовать к новому виду заменой:
х  =  X  cos а — Y sin а, 
у  .== A’sin a -j- У cos а; 
новые коэфициенты получат выражения:
ап ~  #u cos2 а +  2а12 cos a sin а 4“ #22 s^ 2 а»
а\2 =  — ап cos а sin а +  ai2 (cos2 а — sin2 а) -f- а22 sin а cos а,
#22 =  #11 sin2 а 2#12 S*n а C0S а +  #22 COs2 а-
(3)а 1з =  g ccs а -J— йдз sin осу
• . , я23 =  — а 13 sin а -f- а23 cos <х,
9
#33 “  #33*
675. Для указанного в предыдущей задаче преобразования вычислить 
выражения из новых коэфициентов:
#н +  #
/
22 и ЯцД22 — а22
два
через старые коэфициенты.
676. Вычислить дискриминант Д' из всех коэфициентов преобразованного 
уравнения через коэфициенты старого уравнения.
Указание. При развертывании определителя Д' надо воспользоваться ре­
зультатом предыдущего упражнения, именно, что:
/ г t 2 2
#11 #22 #12  ~  # 11#22 #12 ’•
Замечание /.Т ри  выражения:
а п  +  а 22»
не меняют своих значений при повороте прямоугольной системы координат: 
но они будут сохранять свои значения и при переносе начала координат (для 
А' это доказано в § 2 гл. XII, коэфициенты же старших членов при переносе 
начала не меняются). Поэтому указанные три выражения будут инвариантами 
при переходе от одной прямоугольной системы координат к любой другой 
системе, тоже прямоугольной.
Замечание 2. Исключая из шести уравнений (3) один параметр а, мы по­
лучим собственно пять соотношений, не зависящих от а, именно соотношения:
' - ' | 
а 11 "Т* а 22 —  ^11 “Г а 22’
I*t 9 г 2 2
а 1\а 22 а 12 ~  а \1а 2'1 а 12 >
Это будут инвариантные соотношения лишь для поворота прямоугольной 
системы координат. Два последних из этих соотношений не будут ]сохра-_ 
няться при переносе начала координат.
Получение инвариантов непосредственным вычислением коэффициен­
тов преобразованного уравнения и исключением параметров преобразо­
вания довольно сложно, в особенности при переходе от одной косо­
угольной системы координат к другой косоугольной. Поэтому в даль­
нейшем для вывода инвариантов мы воспользуемся другим способом, 
который состоит в подмене самого преобразования координат рассмо­
трением такого выражения (именно, квадрата расстояния точки от на­
чала), которое, не меняется только при повороте осей координат; не­
изменность этого выражения характеризует, следовательно, выбранное 
преобразование координат.
Предположим сначала, что мы производим поворот осей; так как 
это преобразование является однородным преобразованием, то при 
соответствующей замене переменных совокупность трех старших членов 
уравнения ( 1) перейдет в .совокупность трех старших членов уравне­
ния (2):
апх 2 +  2 а12ху +  а2У  =  +  2 +  а'п  ; (4)
вместе с тем при повороте осей с сохранением начала координат не 
должен меняться квадрат расстояния точки от начала, поэтому:
*5 .
x 2-\-2xycos(a -\-y2 ^ X 2-^-2XYcos а/ -|- F2, (5)
где ш и ш' —  координатные углы старой и новой системы. Написанные 
соотношения (4) и (5) следует понимать в том смысле, что они должны 
быть тождественны относительно К , F, если в левых частях мы заме­
ним х у у  их выражениями через- ,Х , F  по формулам преобразования 
координат (поворота осей); можно сказать, что соотношения (4) и (5) 
имеют место тождественно для всякой точки плоскости при условии, 
что х у у  —  старые координаты, а Ху ,Y — новые координаты той же 
точки.
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Из тождественных соотношений (4) и (5) следует соотношение., 
тождественное в том же указанном смысле:
а их2 ~Ь %а12ХУ +  ^22У2 — s (х2 +  2*у  cos со -\-у2) == 
=  e ' ^ 2^ -  2a '2X F - |-  а22 К2 — s(X 2-f- 2 X F  cos а/ +  К2)
или, что то же самое:
(ап —  s) х 2 -j- 2 (а12 — 5 cos со) -|- (п22 — s) у2 ==
=  (an — s) X s+  2 (o' — e c o s * ')  X F + ( a ' 2— s) F2, (6>
справедливое при всяком значении параметра s.
Выберем теперь значение 5 так, чтобы трехчлен левой части соот­
ношения (6) был полным квадратом; для этого необходимо (и доста­
точно), чтобы дискриминант < этого трехчлена обратился в нуль,, 
т. е. чтобы выполнялось условие:
* 1 1 - - s
a2l ~— 5 COS (0
1^2 — S  COS co
-  s
Если же трехчлен левой части соотношения. (6) представляет собой 
полный квадрат некоторого линейно-однородного выражения относи­
тельно х  и у:
(«1! — s) * 2 - f  2 (а12 — s cos ш) х-f  (а22 — s) у* =  (Рх  -f- Qy)2,
то ясно, что он останется полным квадратом после линейного преоб­
разования координат, так как линейная функция Px~\~Qy после такого- 
преобразования перейдет в линейную функцию P 'X -\-Q 'Y . Короче 
говоря, если левая часть соотношения (6) будет полным квадратом, то 
при том же значении 5 и правая часть будет полным квадратом. 
А в таком случае дискриминант трехчлена правой части тоже будет ра­
вен нулю:
a 'n - - s < 4 -
r
-  5 COS co
a i l ~
/
-  S COS CO *22 - s
Итак, одни и те же значения параметра $ удовлетворяют как квад­
ратному уравнению (7), так и квадратному уравнению (7'); эти урав­
нения должны быть равносильны между собой, или, что то же, коэ- 
фициенты этих уравнений должны быть пропорциональны.
Развертывая то и другое из этих уравнений, мы получим:
sin2 <о • i  — (ttu — 2 апcos ю +  a j  s  +  auan — a j  0,
. 2 ' 
S in  CO s2 — (-a —  2 a12 cos co +  a22) $ alxa22
'2(1 * i2 o.
Следовательно:
. • • 2 ' 1 c\ * f t r t *
Sin co ^ 1 1  * a l2 COS 0) ^  A22 ^11^22 ~
sin2<o an — 2ai2 cos со -p я22 #tla22— ai23
* 7 3
разбивая на два соотношения, мы найдем:
Г t г г
^ 1 1  ^^12  ^  ~ Т  ^22  ^11  “ ~ 2 ^ 2  О) - | — ^ 2 2
sin2 о/ sin2 а) ’
t t г g 2
1^22  я 12 ___ а И а 22 й 12
sin2 со' sin2 (О 1 (®)
полученный результат показывает, что два выражения:
г ___ (2ц — 2с2|2 COS 00 —|— 2^2
1 sin2 О) 1
^llg22 — а12‘
sin2 (О
не будут менять своего вида и значения при любом повороте коорди­
натных осей; но так как эти выражения составлены из коэфициентов 
лишь старших членов уравнения линии, которые, как мы знаем, не ме­
няются при переносе начала координат, то эти же выражения будут 
неизменны (инвариантны) при любом преобразовании декартовой системы 
^'координат в другую декартову же систему.
Итак, мы нашли два инварианта уравнения линии при любом пре­
образовании координат; остается найти третий инвариант. Для получе­
ния последнего мы воспользуемся приемом, аналогичным тому, который 
мы употребили выше. Рассмотрим опять сначала поворот осей, тогда 
преобразование не будет менять квадрата расстояния точки от начала. 
Если для краткости принять:
х 2 +  2ху cos со =  d2,
X 2 +  2XYcos со' +  Г2 =  d ' \
то в силу формул преобразования мы будем иметь два тождества:
2F  £= 2F ', 
d2 == d '2,
а следовательно, при любом 5 и тождественное равенство:
2F — sd2==2F ' — sd '2.
Последнее тождество должно геометрически обозначать, что урав­
нение:
и уравнение
2F — sd* =  0 (10)
2 F ' —  sd'4 =  0 (100
изображают одну и ту же линию, лишь отнесенную в первом случае 
к старой, во втором к новой системе координат.
Пользуясь произволом параметра s, потребуем, чтобы уравнение (10) 
изображало линию, распадающуюся на пару прямых; в таком случае дискри­
минант этого уравнения ( 10) должен обращаться в нуль:
а аИ ° “ 12
а21—  5 cos со а22
s cos со а 
s а
13
а31 ч; а32 а
23
зз
0 (П )
7 4
5
Но тогда и уравнение (10') изображает ту же пару прямых, — его 
дискриминант тоже обращается в нуль при том же значении $:
Г Г / /
« и - - S «12  ~ -  S COS <0 «13
/ Г /
й2\ — S COS Ш й22 “ - S «23
Г Г /
а п а 32 «33
0. (ПО
г
Так 'как уравнения ( 11) и (11')  должны удовлетворяться теми же 
самыми значениями s , то они равносильны и коэфициенты их пропор­
циональны.
Развертывая левые части этих уравнений, мы получим:
( • • . ) s - t~ Л =  0, (ПО
- - ( .  . . / * + Д '  =  о, ( 110)
следовательно, между прочим, должно существовать соотношение:
я33 sin2 <*> __ Д
■ ~ ' -  д '
а83 sin2 о • s2-
г . 2 ' 2sin (о ♦ 5
или
а33 sin to
Д'
' • 2 1а33 sin со #33 sin со
Но раз мы произвели пока только поворот осей, т. е. однородное 
преобразование, свободный член уравнения линии не должен меняться:
а зз а зз’
поэтому предыдущее соотношение даст нам окончательно:
Д'
sin2 со' sin2 со
Таким образом выражение:
L sin2 СО
является инвариантом поворота осей; но мы раньше доказали (§ 2 
гл. XII), что дискриминант А не меняется при переносе начала; следо­
вательно, /3 будет инвариантом не только поворота осей, но и для 
переноса начала, короче, для любого преобразования координат.
Так как Iv /2, /3, очевидно, независимы друг от друга при произ­
вольных значениях коэфициентов, то они и будут теми тремя инвари­
антами уравнения линии 2-го порядка, в существовании которых мы убеди­
лись предварительным рассуждением.
Упражнения.677.Уравнение, отнесенное к прямоугольной системе координат:
х2 -j- 4ху  +  3у2 +  6х — 8у === О, 
преобразуется подстановкой:
— ЗХ-j- 4 F - f  7
х =
У
__ 4 X + 3 K + I 3
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Доказать, что инварианты преобразованного уравнения будут равны соответ­
ственным инвариантам данного уравнения.
678. Два уравнения:
Зх2 +  4 ху +  5у2 — 8лг =  О 
и
6л* _  2ху +  2 f  +  (22 — 4 V2) х — 4У2у +  (22 — 12 У 2 ) =  0,
отнесенные к одной и той же прямоугольной системе координат, имеют 
соответственно равные инварианты. Проверить это обстоятельство и указать 
его геометрическое истолкование.
Указание. Движение координатной системы относительно линии (фигуры) 
можно заменить движением фигуры относительно координатной системы, по­
этому две линии, отнесенные к общей координатной системе и имеющие со­
ответственно равные инварианты, тождественны между собой, различаясь лишь 
своим расположением относительно координатной системы.
2. Характеристическое уравнение.
Уравнение (7) на основании обозначений (9) может быть приве­
дено к виду:
+  ( П
таким образом совершенно безразлично, как формулировать результаты 
предыдущего параграфа: сказать ли, что выражение 1Х и /2 являются 
инвариантами уравнения линии 2-го порядка, или сказать, что уравне­
ние (7) или (7//) инвариантно (так как его коэфициенты суть инвари­
анты). Для приложений последняя формулировка выгоднее, как мы сейг 
час увидим.
Уравнение (7) мы уже встречали в связи с определением главных 
направлений и назвали его тогда характеристическим уравнением (§11  
гл. XII). Напомним еще раз, что оно имеет всегда действительные 
корни, если коэфициенты уравнения данной линии действительны.
Установим теперь, какое значение имеют корни характеристического 
уравнения. Так как оно инвариантно при всяком преобразовании ко­
ординат, то совершенно безразлично, к какой именно координатной 
системе -мы отнесем уравнение данной линии 2-го порядка. Выберем же 
за направления координатных осей главные направления нашей линии; 
в таком случае мы будем иметь прямоугольную систему координат
Га/ =  относительно которой уравнение линии напишется в виде:
аПХ 2 +  а22 у2 ~г %апХ  +  2а23 У+  3^3 =  О,
не содержащем члена с произведением координат (а'12 — 0). 
Тогда характеристическое уравнение будет:
или
Следовательно, его корнями будут:
51 ~  а1\' S2 ~  а22 »
при этом в силу инвариантности характеристического уравнения его 
корни сохраняют свои значения, хотя бы мы взяли уравнение и в лю­
бом первоначальном виде (7). Итак, корнями характеристического урав­
нения являются коэфициенты при квадратах координат в уравнении 
линии, отнесенной к такой системе координат, оси которой имеют 
главные направления.
Уравнение линии, отнесенной к главным направлениям, напишется, 
следовательно, в виде:
+  + 2 4 к + 4  =  0, ( 12)
где s t и $2 — корни характеристического уравнения (7); остальные 
коэфициенты dn, я33 будут зависеть от того, куда мы поместим 
новое начало координат.
Предположим для примера, что мы за ось Ох взяли главную ось 
линии (одна-, по крайней мере, главная ось существует для всех линий, 
включая и параболу), а за ось Оу —  другое главное направление, по­
местив .начало координат в точке линии (на пересечении с главною 
осью, т. е. в вершине). Раз за оси координат мы взяли главные на­
правления, новое уравнение линии должно быть вида (12); линия про­
ходит через новое начало координат, следовательно:
Составим далее уравнения, определяющие центр линии:
Fxat:> —
Fy - SJ + a2b =  0’
так как ось Ох, как главная ось, проходит через центр, то эти уравне­
ния должны удовлетворяться при Y — 0, поэтому
а2з =  О*
Итак, остается найти лишь один коэфициент ayi.
Для определения последнего мы воспользуемся третьим инвариантом 
и напишем, что его значения для прежнего уравнения (1) линии и для 
уравнения ( 12), преобразованного к новым осям, равны:
X
sin2 со
а 11 й12 а П s i 0  * и
а 2\ ^23
II 0  0
^‘31 Л32 Л33 < 4 °  °
или короче:
* 2 s2an ,
где под У3 под|5^умевается значение третьего инварианта, вычисленное 
по первоначальному уравнению линий. В случае параболы один из кор­
ней характеристического уравнения обращается в нуль; мы предпола­
гаем, что это 51 =  0, а $2 ф  0 (так как мы желаем иметь центр на 
оси аг-ов).
HiaK, sx и $2 определяются с помощью характеристического урав­
нения (7), коэфициент а±в определится с помощью соотношения (13), 
и уравнение линии будет:
~1“ 52 г^2 ^  2#13.ЛГ === 0; (14)
здесь начало координат помещается в одной из вершин, оси коорди 
нат имеют главные направления, из них ось аг-ов есть ось линии. 
Разрешим уравнение (14) относительно квадрата ординаты:
положим затем: /
а13 Si
причем параметр р можем считать всегда положительным, меняя в слу­
чае надобности направление беи аг-ов на обратное, тогда окончатель­
ное уравнение линии, отнесенной к вершине и главным направлениям,- 
примет вид:
у2 =  2рх —{- qxг2.
Если здесь q окажется отрицательным, то уравнение изображает 
эллип£; если q положительно, то оно изображает гиперболу; наконец, 
если q равно нулю, уравнение будет изображать параболу (см. § 10 
г л. VI).
Упражнения. 679. Для линии, изображаемой относительно некоторой пря­
моугольной системы координат уравнением:
91*2 _|_ 24х у  84у2 — 166* +  88у +  21 =  О,
найти ее уравнение, отнесенное к вершине и главным направлениям.
680. Привести нижеследующие уравнения линий
1) 31 *2 +  24*у +  2 1 у 2 _ 8 6 *— 6ty +  72 =  0, _
2) л2 +  12ху -\-у2 +  (9 -f-13 / 2 )  х  +  (19— 13 у  +
З* 2 8ху +  Зу2 — 2y-j~ 2 —О
V
к уравнениям этих линий, отнесенных, к вершине и главным направлениям.
3. КаноничеЛие уравнения центральных линий.
Положим, мы имеем уравнение линии:
аи* а +  2й12*У +  апУ% +  2л|8л: +  2аъгУ +  йзз =  (1)
для которого 8 ф  0. В таком случае линия имеет определенный центр 
на конечном расстоянии, который может быть принят за новое начало 
координат, за направление осей возьмем главные направления.
Тогда в преобразованном уравнении пропадут члены с первыми,
степенями координат (6:^ =  ^2з =  0) и член с произведением координат
( ^  =  0), следовательно, уравнение относительно новой системы коор­
динат будет вида:
«I* 3 +  Sc,/* +  а[г =  0, (15)
где s t и s2—  корни характеристического уравнения (7), а свободный 
член может быть вычислен с помощью третьего инварианта-:
откуда
0 0 
0 0
0 0 азз
S1 S2 й33'
Но произведение корней характеристического уравнения (приведен 
ного) равно его свободному члену:
о
с другой стороны:
S\ s2 ~ sin2 u> ’
IIСО Аsin2 w ’
поэтому, сравнивая значение третьего инварианта для старого и нового 
уравнений, имеем соотношение:
А _  о /
sin2 со sin2 <*> а 33 ’
откуда определится свободный член искомого уравнения:
г ___Д_
а зз 5 *
'о
Итак, окончательное уравнение центральной линии (т. е. имеющей центр 
на конечном расстоянии), отнесенной к главным осям, будет:
six2 +  5зУ2 +  4 ” ^  о • (150
Если А =  0, то уравнение
Sj* 2 ф- s2y2 =  0
будет изображать пару прямых (действительных или мнимых, смотря 
по знакам корней sx и s2), проходящих через новое начало коорди­
нат.
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Если же Д ф  0, то полученное уравнение (15') мы можем разде­
лить на свободный член, перенеся его предварительно в правую сто­
рону:
Л -Х *  +  /  К2 =  1 . (15") 
~ Г  "Т *
В дальнейшем значение уравнения будет зависеть от знаков его 
коэфициентов. Если оба коэфициента уравнения О б") положительны, 
то, вводя новые обозначения, мы можем его написать в виде:
и оно будет каноническим уравнением эллипса. Если коэфициенты урав­
нения (15") имеют разные знаки, один положительный, другой отрица­
тельный, то, меняя в случае надобности названия координатных осей, 
'мы всегда можем написать уравнение в виде
* 2 __ у2 _  1
а* № 5
и оно будет каноническим уравнением гиперболы.
Наконец, когда оба кооэфициента уравнения (1 5 ")-будут отрица­
тельны, оно запишется в виде:
ни при каких действительных значениях х, у  уравнение не будет удо­
влетворяться, поэтому оно изображает мнимую линию.
Упражнения. 681. Уравнение линии, отнесенное к некоторой прямоуголь­
ной системе координат:
х2 +  хУ\+У2 +  х + У  =  О,
привести к каноническому виду.
682. Привести к каноническому виду уравнения линий:
1) 83*2 _  24ху +  73у2 +  104* г- 26у — 362 =  0,
2) 6 6 * 2  _  1 2 0 * у  +  2/2 — 4 2 *  —  Ту +  1 0 1  =  0, '
3) 5 * з +  б*у  +  7 у 2 _ ю *  +  8 / + 1 5  =  0,
4) З *2 — 14ху +  5у2 -j- 6 *  — 1 = 0 ,
заданных относительно некоторой прямоугольной системы координат.
4. Упрощение уравнения параболы.
Предположим, что нам дано уравнение (1) линии параболического 
типа, т. е. уравнение, для которого 8 — 0. Отнесем нашу линию к Глав­
ным направлениям, сохраняя прежнее начало координат, тогда ее пре­
образованное уравнение будет:
✓
причем
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в силу однородности преобразования координат (состоящего лишь из 
поворота осей). Сравнение значений третьего инварианта дает нам:
или
Г
0 0 «И
/
0 52 ^23
а г i «32 #33
' 2
$2 #13 •
Если /3 =  0, или, что то же самое, Д =  0, то и а '3 =  0, и уравне­
ние (16) изображает пару параллельных прямых; его левая часть будет 
функцией только у, новой ординаты, а следовательно, левая часть пер­
воначального уравнения ( 1) будет функцией некоторого линейного вы­
ражения относительно старых координат х  и у, что легко подме­
тить и непосредственно, если уравнения даны с числовыми козфициентами. 
Например, для уравнения
4х2 -f- 20ху -|- 2Ъу2 — 6х — 15у -|- 2 =  О
оба дискриминанта обращаются в нули: 8 =  0, Д =  0; следовательно, 
данное уравнение изображает пару параллельных прямых. И действи­
тельно, его можно представить в виде:
(2х +  5у)2 — 3 (2х +  5у) +  2 =  0,
откуда
2лг +  Ьу =  z t - J - .
Вернемся к исследованию уравнения (16) и предположим, что 
Д ф  0, тогда и а13 ф  0. Перенесем начало координат в какую-нибудь 
точку (Хр у х); тогда уравнение (16) преобразуется к виду:
s?y2 2 ^  х  -ф 2Fy^y -ф 2F х =  0, (16')
где
. ^  =  ¥ 1  +  а&
2F1 =  +  2акх 1 +  2« 2зЛ  +  Ма­
к а к и  следовало ожидать при 8 =  0, здесь нельзя выбрать конеч­
ных значений для x v у х так, чтобы одновременно обратились в нуль
F и FVl; но мы всегда можем выбрать такие значения xv yv чтобы 
в уравнении (16') пропал коэфициент при первой степени у  и свобод­
ный член, т. е. чтобы:
S2Vl +  4  =  0> 
ч у ?+  4 * 1  +  +  «S3 =  ° -
6 Зак. 2193. — Вюшгено С. О. Q
В самом деле, первое из этих условий определит нам y v второе же 
(при ап ф  0) определит x v
Итак, выбором подходящей системы координат мы можем добиться 
того, что в уравнении параболы пропадут все члены кроме квадрата 
одной из координат и первой степени другой, т. е. оно будет вида:
^ 2+ 2 а " д г  =  0. (17)
Коэфициент й13 определится непосредственно по коэфициентам пер-
*
воначального уравнения ( 1) с помощью третьего инварианта:
"2
S<2 а1В
откуда
Разделим уравнение (17) на s.2 и перенесем 
в другую сторону, тогда:
один из его членов
(170
При определении коэфициента а"ъ с помощью соотношения (18*)
остается неопределенном его знак, но, меняя в случае нужды X  на — X  
в уравнений (17), мы всегда можем добиться того, что коэфициент 
правой части этого уравнения будет положительным. Тогда мы полу­
чим каноническое уравнение параболы в известной уже нам форме:
Y2 =  2рХ.
Упражнения. 683. Привести к каноническому виду уравнение параболы:
4 *2 —}- 4ху —[— у® — 8*  -}— 6_у —|— 3 =  0,
данное относительно прямоугольной системы коЪрдинат.
684. Привести к каноническому виду нижеследующие уравнения парабол:
1) 49*2 +  336*у +  576у2 — 282* — 74у — 781 =  0,
2) 64*2 +  240*у +  225у2 — Ю36* +  514у — 203 =  0,
3) +  4ху +  4у2 +,(6 — 8 У 1)л : +  ( 1 2 - 1 - 4 У З ) Л - (9 — 4 У"3) =  0, 
данные относительно прямоугольной системы координат.
А
Общее уравнение параболы можно привести к каноническому виду 
и другим способом, без помощи инвариантов, причем выгода этого 
второго способа будет заключаться в трм, что здесь попутно опреде­
ляется и положение новых координатных осей относительно прежней 
системы координат. Обратим внимание на то обстоятельство, что 
в уравнении параболы три старших члена всегда представляют собой 
полный квадрат некоторого линейного выражения; поэтому уравнение 
параболы может быть написано в виде:
(0.x - f  |3у)2 +  2а13х  -j- 2a2Sy  - f  аай ±= 0. (19)
82
Если мы будем искать точки пересечения параболы с прямой:
2^13^4“ ^аъъУ 4 “ йзз =  0, (20)
то мы найдем, что эти точки лежат на сдвоенной прямой:
{ах -f- £у)2 =  0.
т. е. на прямой:
сслг — =  0. (21)
Таким образом пря­
мая (20) пересекает па­
раболу в двух совп^1- 
ших точках, т. е. касается 
ее, и точка касания ле­
жит на диаметре пара­
болы (21), проходящем 
через начало координат.
Если мы указанные пря­
мые примем за оси ко­
ординат, то направления Черт. 162.
осей будут сопряжены,
но мы, вообще говоря, еще не получим прямоугольной системы ко­
ординат.
Преобразуем наше уравнение (19), добавив к скобке свободный 
член т  и вычитая затем излишне добавленные члены:
(ах +  -f- т ) 2 -)- 2 (а1В — т а )  х -\-2  (а23 — т$ )у  +
+  (азв —  д а 2 )  =  0 ;  0 9 ' }
этим преобразованием мы сохранили внешний вид и смысл уравнения 
(19), т. е. прямая:
2 (а13 — т а )  х  -|- 2 (а23 — т$ )у  -\- (я33 — т 2) = 0  (20')
опять будет касаться данной параболы, а прямая:
ах  —j— fiy —j- т  =  0 (21Л)'у
будет одним из ее диаметров.
Меняя параметр т ,  мы диаметр (21') передвигаем параллельно са­
мому себе, при этом изменяется направление касательной (207) в конце 
этого диаметра (черт. 162). Выберем же т  так, чтобы эти две- пря­
мые имели главные направления, т. е. чтобы диаметр (21') был орто­
гонален к сопряженной ему касательной (20'); для этого необходимо
N
выполнение условия (перпендикулярности):
а ( я 1 8  —  та )- ) -  р  ( а 2 3  —  т и р )  =  0 ,
что и дает нам соответствующее значение т :
1^3а +  023>6 
«2 +  02 *
* 8 3
Теперь эти две прямые мы возьмем за новые оси координат; но­
выми координатами X , У будут расстояния какой-либо точки параболы 
до прямых ( 20')  и (21')  при выбранном т ;  поэтому мы должны при­
нять: -
Х =  2 (а13 ~~ та) х  +  2 (^ 23 — т$) У +
у  4 — tf*a)2 +  4 (a23— /Ир)2 ’
у   ах -Н у -М г
У " а а +  р2 ’
С помощью этих соотношений уравнение примет вид:
а 'г2У2 +  2а'13Х  === 0 ,-  (19)
откуда легко получить ее каноническое уравнение.
Упражнения. 685. Указанным способом привести к каноническому виду 
уравнение параболы ~
*2 +  4*у +  4у2 +  (6 — 8 У~3) х  -|- (12 -f- 4 У З )у  +  (9 — 4 У 3) =  0.
686. Этим же способом привести к каноническому виду уравнения пара-
1)  ' 9* 2 +  12л*у +  4у2 +  8л: +  14у +  3 =  0,
2) х2 +  . 6 *у  +  9у2 — 12лг -f- 24у —|- 15 =  0,
3) 25л:2 +  30ху +  9у2 +  68у +  29 =  ’0.
ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ.
К § 1.
1. Сколько параметров содержит общее преобразование координат при 
переходе от одной декартовой системы к другой декартовой же системе ко­
ординат и какие именно?
v % Сколькими соотношениями новые коэфициенты преобразованного урав­
нения линии 2-го порядка определяются по старым коэфициентам при общем 
преобразовании координат (декартовых в декартовы)?
3. Какие соотношения между старыми коэфициентами и коэфициентами 
преобразованного уравнения называются инвариантными при общем преобра­
зовании координат? Сколько таких соотношений должно существовать?
А. Что называется инвариантами уравнения линии 2-Го порядка относи­
тельно общего преобразования координат? Сколько их?
5. Каковы будут эти инварианты и как они могут быть получены?
К § 2.
6. Что называется характеристическим уравнением линии 2-го порядка 
и каковы его свойства (четыре)?
' 7. Как определить коэфициенты уравнения линии 2-го порядка, отнесен­
ной к вершине и главным направлениям, по коэфициентам ее общего урав­
нения, отнёсенногр к произвольной системе координат?
К § 3.
8. Как определить коэфициенты уравнения центральной линии 2-го по­
рядка, отнесенной к ее глазным осям, по коэфициентам ее общего уравнения, 
отнесенного к произвольной системе координат?
8 4
9. Какие виды линий 2-го порядка могут изображаться общим уравнением 
2-й степени при условии, что 8 +  О?
К § 4.
10. Какие виды линий 2-го порядка могут изображаться общим уравне­
нием 2-й степени при условии, что 8 =  0?
11. Какая система координат выбирается для упрощения уравнения пара­
болы?
12. Как определяются с помощью инвариантов коэфициенты уравнения 
параболы, отнесенной к .ее вершине и ее главным направлениям, по коэфи- 
циеитам ее уравнения, отнесенного к произвольной системе координат?
13. В чем заключается второй способ приведения уравнения параболы, 
к каноническому виду?
14. Каково геометрическое истолкование этого второго способа?
15. Какие преимущества имеет этот второй способ перед первым?
Упражнения. 687. Гипербола изображается относительно некоторой си­
стемы координат с углом между осями, равным со, уравнением:
ацх2 +  2а 1<гху +  а^у2 +  2а1%х +  2а2$у +  ^вз =  0 (о <[ 0).
Каково будет ее уравнение, отнесенное к асимптотам, и как с помощью 
инвариантов вычислить его коэфициенты, а также угол между асимптотами?
Указание. Если начало координат для ^необразованного уравнения кри­
вой принято в ее центре, то:
а13 =  0, а 2з =  0;
если-за оси координат приняты асимптотические направления, то
— 0, а  22 —  0 .
Поэтому уравнение гиперболы, отнесенной к асимптотам, будет вида:
2 ^ 3 * У +  <?3з =  0,
причем сравнение инвариантов данного и искомого уравнений дает:
— 2а1'2 cos<i/
Л =
/о =
sin2 <о 
' 2а12
sin2 со' 
2
g12~а33 
sin2 со
где со' — угол асимптот (т. е. угол новой координатной системы). Из этих
уравнений два первых определят а[г и со', последнее же определит а33.
688. В некоторой прямоугольной системе. координат гиперболы изобра­
жаются уравнениями:
1) -6*2 +  19*у +  15у2 +  2х + у  — 463 =  О,
2) ~х2 +  4ху  +  Зу2 +  6л: +  14у — 2 =  0.
Найти их уравнения, отнесенные к асимптотам.
689. По данному каноническому уравнению эллипса
найти ,его уравнение, отнесенное к двум равным и сопряженным диаметрам; 
определить угол между последними.
690. По каноническому уравнению параболы:
у2 —- 2рх — 0
г  • с t '
найти ее уравнение, отнесенное к равным и взаимно перпендикулярным 
касательным.
Указание . Оба уравнения:
« I I * 2 +  2 «  1 3 *  +  «83 =  °-  
« 22-^ 2 ~Г" 2«23^ «33 =
каждое из которых определяет точки пересечения новых координатных осей 
(которые по условию касаются параболы) с параболой, должны быть тожде­
ственны с уравнениями:
Сх — /)2 =  О,
(У — О2 = о,
где / — длина каждой из равных касательных. Поэтому:
или
а п & w
 
'
1 1
Г
а зз
1 —  t t 2
" t
а 22
f
а 23
t
а зз
1 “ —  t  ~~ t 2
а п
^33
-  р  > *1 8  =
—
t  ’
/
а 22
t
___ а зз  
~~ t 2 ’
/
а 2.3 = —
^33
t  •
Теперь д3з, а[%> t определяются сравнением значений инвариантов для дан­
ного и искомого уравнений параболы.
691. Дано каноническое уравнение параболы:
у2 — 2рх =  0.у
Составить уравнение этой параболы, если за новые оси координат при­
няты ее диаметр и касательная в его конце, составляющие между собой 
угол О .
692. Обращение в нуль инварианта означает, что асимптоты линии 2-го 
порядка взаимно перпендикулярны; обращение в нуль инварианта /2 означает, 
что линия не имеет определенного центра на конечном расстоянии (т. е. либо 
центр будет бесконечно удаленной точкой, либо существует прямая центров); 
наконец, обращение в нуль инварианта /3 означает, что линия распадается на 
пару прямых.
693. Сохранение вида выражения:
t
х 2 +  2ху cos о) -\-у2
характеризует поворот осей координат или, иначе, из всех линейных и одно­
родных преобразований координат только для преобразования поворота осей 
сохраняется вид выражения:
X 2 +  2x y  COS О) -)- У 2.
694. Уравнение эллипса, отнесенного к двум сопряженным диаметрам, 
длины которых 2а ' и 2Ь\ будет:
Сравнением инвариантов этого уравнения с инвариантами канониче­
ского уравнения докажите, что: 1) площадь параллелограма, построенного на 
двух любых сопряженных полудиаметрах, постоянна и равна площади прямоуголь­
ника, построенного на его полуосях, 2) сумма квадратов двух любых сопря­
женных полудиаметров постоянна и равна сумме квадратов его полуосей 
(две теоремы Аполлония).
Г л а в а  XV.
Прямолинейная косоугольная система координат в про­
странстве.
В этой главе мы дадим ряд общих формул и соотношений, определяю­
щих расстояние двух точек, угол двух лучей, условия их параллельности или 
перпендикулярности относительно прямолинейной косоугольной системы ко­
ординат в пространстве; вместе с тем мы разберем и преобразование коорди­
нат, связанное с переходом от одной системы декартовых координат к другой 
декартовой же системе координат. Решением указанных вопросов подводится 
основание к исследованию общего уравнения поверхностей 2-го порядка 
в предположении, что они могут быть отнесены к произвольной декартовой си­
стеме координат. Переход от одной декартовой прямоугольной системы коорди­
нат к другой декартовой прямоугольной системе с тем же началом называется 
ортогональным преобразованием (координат) или ортогональной подстанов­
кой; при этом преобразовании, очевидно, сохраняется квадрат расстояния 
какой-либо точки от (неподвижного) начала координат; последнее свойство 
может служить характеристикой ортогонального преобразования. Определи­
тель из коэфициентов ортогонального преобразования, короче называемый 
определителем ортогонального преобразования (или ортогональной подста­
новки), обладает рядом специальных свойств, заслуживающих внимания. 
Поворот прямоугольной системы как целого, т. е. ортогональное преобразо­
вание, зависит от трех параметров; формулы Эйлера, которыми заканчи­
вается глава, и дают изображение ортогональной подстановки в зависимости 
от трех таких параметров.
1. Направление луча. Представим себе, что мы имеем в простран­
стве косоугольную декартову систему координат, и обозначим через 
<s>v косинусы координатных углов, полагая:
, COS (yOz) —  Ш1? COS (Z-Ox) = =  <02, COS (хОу) =  Wg.
Рассмотрим далее луч, соединяющий начало координат с какою-ни­
будь точкою М (х; у; г); пусть он с осями координат образует углы, 
косинусы которых будут а, р, % („направляющие косинусы"), так что:
cos (МОх) =  ос, cos (МОу) =  р, cos (MOz) =  у,
наконец, расстояние точки М от начала координат обозначим через р.
Построим координаты точки М следующим образом (черт. 163): 
через точку М проведем прямую, параллельную оси Ozt до встречи 
с плоскостью хОу в точке Р; через точку Р  — параллель оси Оу до 
встречи с осью Ох в точке Qs Тогда:
OQ — x , QP ~ у ,  PM — z\
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для (координатной) ломаной OQPM отрезок ОМ будет замыкаю­
щим, следовательно, проекции этих ломаной и отрезка на какую-нибудь 
ось равны между собой.
Будем проектировать ортогонально ломаную и ее замыкающий от­
резок последовательно на оси Ox, Оу, Oz, ОМ; тогда получим:
х  8 Z0)2 === рос,
х<лъ~\- У z ® \ ==р?>
Ха>2 —j— —|— z —= РТ> (1)
ха -\-у$-\-гу == Р-
Из соотношений (1) мы можем получить ряд следствий. Прежде 
всего система ( 1) представляет собой четыре соотношения, однород­
ных относительно л:, у , z, р , причем эти 
последние вообще не равны нулю одно­
временно, так как М (х;у; z) —  произволь­
ная точка в пространстве. Таким обра­
зом для совместности уравнений ( 1) не- 
обходимо осуществление условия:
1 0)g <°2 а
®8 1 ®1 Р
Ш2 1 Т
а р т 1
0 . (2)
Итак, три косинуса ос, (3, у углов какого-либо луча с осями коорди­
нат связаны условием (2) или в развернутом виде:
(1 _  <Bj2) «2 4 - (1 —  <022) Р2 +  (1 —  Ш3а) f 2 +  2 (Ш20)3 — Ш1) pf -j-
+  2 (0)30)! — со2) y« +  2 (<01<02 —  <Bg)ap =  Q, (2 )
где через Q (заглавная греческая буква, читается „омега большая") 
обозначен определитель:
Q
1 СО
3
Ш 2
® 8
1 0 > !
® 2 ■ ® i
1
(3)
В частности, для прямоугольной системы кобрдинат (шх =  == со3 =  0)
соотношения ( 1) примут простой вид:
Х  =  рос,
У =  рР» 
г — Pf'
ха. +  у $ z Y =  p,
А  • ,
и условие, связывающее косинусы углов данного луча с осями коорди­
нат, будет:
а2 +  Р2 +  Т2 =  1- (5)
8 8
Упражнения. 695. Найти направляющие косинусы луча, составляющего 
с осями координат равные углы, если каждый из координатных углов ра-
%вен -g- .
696. Назовем через со'" угол координатных осей Ох и Оу, а через 6 — 
угол с осью Oz перпендикуляра к плоскости хОу, тогда:
Q =  sin2 со'" cos2 <Ь. (6)
Указание. Перпендекуляр к плоскости х Оу с осями координат составляет 
углы, направляющие косинусы которых имеют значения:
а  —  0 , р —  0 , у =  c o s  ф. „
Применяя соотношение (2) к данному случаю, мы и получим указанное зна­
чение для определителя Q.
Замечание. Из соотношения (^) следует, что определитель Q есть величина 
Существенно положительная и не превышающая единицы.
697. Если на осях координат произвольной косоугольной системы отло­
жить, считая от начала, отрезки а, Ь, с, то объем параллелепипеда, построен­
ного на этих отрезках, равен: _
V = a b c  / й .  (7)
Указание. Объем параллелепипеда, равный произведению площади era 
основания на высоту, имеет значение: ' s
V =  ab sin со'" . с cos =  abc sin со'" cos ф-
Из соотношения (6) мы получим: sin со'" cos б =  У"й, что и дает оконча­
тельное выражение для объема параллелепипеда в виде (7).
2. Угловые коэфициенты луча.
Разрешая три первых уравнения системы (1) относительно х, у } z7 
мы получим:
ос о )3  ш 2 1 ос Ш2 1 o)3 a
Р 1 О), “ 8 Р . <°1
• <03 1 p
7 <°1 1
i t  —  л
®2 Т 1
O' - --r\
“ 2 <°1 У
> .у —  р t  z  —  p
2 2 2
что короче можно записать в виде:
если под Qv 2 2, 2 3 разуметь определитель 2 , в котором последова­
тельно элементы первого (для 2 j), второго (для 2 2), третьего (для 2 3) 
столбцов заменяются элементами ос, (3, у. Итак, мы можем положить:
х  = 7 р , у =  тр, z =  np- (9)
и величины /, т у п назовем угловыми коэфициентами данного луча,, 
поскольку ими определяется направление луча; согласно 'предыдущему 
угловые коэфициенты /, т ,  п луча через косинусы ос, j3, у его углов 
с осями и через косинусы о^, ш2, о>3 координатных углов выражаются 
следующим образом:
ч
(10)
SS
Назовем через Q** адъюнкту определителя Q, соответствующую 
«его элементу г-й строки и &-го столбца; тогда развертывая числители 
дробей ( 10), мы получим:
, аР.П pQ2l 4_ TQ3i
т
a Q l2  pQ 22 _ |_  T Q 32
Р
aoi3 pQ23 +  тдзз 
P
Заменяя в соотношениях (1) отношения 
через /, т , п, мы получим также:
2'—  соответственно 
Р
I -)- то )8 -{- т »2 
/ш8 —J— ш —|— Ж01 
/со2 - { -  /гг-coj — /г 
/ос — w p  —j— щ
a,
Р,
Ъ
1.
Первые три из этих соотношений определяют косинусы ос, |3,  ^
углов луча с осями координат через угловые коэфициенты /, т ,  п луча; 
если же в последнее соотношение системы ( 11) подставить значения 
(3, ^ из первых трех, то мы получим зависимость между угловыми 
коэфициентами /, т ,  п данного луча:
/2 —|— т^  -|— я2 -j— 2тп<&1 -(- 2м/ш2 -j- 2/wco3 =  1. ( 12)
Отметим, что для прямоугольной системы координат (когда =  
=  (о2 =  со3 =  0) соотношения (11) примут вид:
/ =  а, т  =  (3, п =  ч,
т. е. угловые коэфициенты луча соответственно равны косинусам его 
углов с осями координат.
Весьма часто направление луча определяется не самыми угловыми
коэфициентами /, т , я, а некоторыми величинами / ,  т ,  п, пропорцио­
нальными первым, так что:
I т  п_       _ _ _ _  •
I ~  т  ~  п '
к  этим отношениям присоединим производное отношение:
£___~\f №-\- ?п 2 2/я л со^ -{- 2/г / (о2 -f- 2 / /л <л>з
 ^ V  -f* tn2 -f- л2 -j- 2w/i<o1—}- 2/z/<o2 -f- 21я1<&%
или сокращенно:
Х _ _  £
I -  R '
/
где через /? и /? обозначены соответственно входящие радикалы. Вто­
рой из них в силу соотношения ( 12). равен единице, поэтому:
/ т п
1 ~~ т п (130
$0
откуда
Выражение:
1
"}/* -|— /72^—|— ft ^  -{- 2 Ш ft (D^  -j~ 2/7 /  0>2 ~f“ 2 /  fflOiз
будем называть нормирующим множителем-коэфициентов 1 :т :п .  Вели­
чины /, Шу п часто также называют угловыми коэфициентами луча; так 
как для определения направления луча важны лишь их отношения между 
собой, то их можно изменять, умножая все три на какой-либо числовой 
множитель. Для различения вполне определенных для данного луча угло­
вых коэфициентов /, т , п от угловых коэфициентов 1 : т : п  усло­
вимся первые из них называть нормированными угловыми коэфициен­
тами; вторые тогда можно называть ненормированными.
Формулы (11) и (13^) дадут выражения косинусов а, (3, у угло#
луча с осями через ненормированные угловые коэфициенты 1 : т : п  
в виде:
__ / тщ  4 ~
“  R 1
I <0g —J— ITl —{— /2<о^
~~R
»
l о>2 —{— mo*! -j— n
Упражнения. 698. Покажите, что нормированные угловые коэфициенты 
самой оси лг-ов будут: 1, 0, 0; для оси у-ов: 0, 1, 0; наконец для оси z они 
имеют значения: 0, 0, 1.
Указание. Ось лг-ов* сама с собой, сЪсью Оу и с осью Oz составляет углы, 
косинусы которых соответственно равны 1, о>3, о>2, поэтому по формулам (10) 
получим значения ее нормированных угловых коэфициентов: 1, 0, 0. Тот же 
результат вытекает из формул (9); если точка М находится на оси *-ов, то ее 
координаты будут (х; 0; 0), а расстояние ее от начала р =  х, следовательно, по 
формулам (9) значения ее нормированных угловых коэфициентов будут:
/ =  1, т  — 0, /7 =  0.
I
699. Даны координатные углы косоугольной декартовой системы:
=  < / z O x = j ,  £ х б у  =  Ц-
и ненормированные угловые коэфициенты 3 : 1 : 2  некоторого луча. Вычислите 
нормированные угловые коэфициенты луча, а затем и косинусы его углов 
с осями координат.
700. Когда общее уравнение плоскости:
Ах -|- Sy  —{- Cz ~f- D =  0
относится к косоугольной системе координат, то его коэфициенты А, В% С 
при координатах (как это было и для прямоугольной системы координат)
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пропорциональны косинусам углов с осями перпендикуляра, опущенного из 
начала координат на плоскость:
угловые ж е  коэфициенты этого перпендикуляра будут определяться соот­
ношениями:
/ 4 * т  <о3 +  п _ / o)g —j— т  mojL   /ю2 +  т  ац -{- п
j  -  g  ;
можно сказать и наоборот: эти соотношения по угловым коэфициентам I, т , п 
перпендикуляра к плоскости определяют числа А, В, С, пропорциональные 
косинусам его углов с осями.
Указание. Наш прежний вывод нормального уравнения плоскости для. 
прямоугольной системы координат остается без изменения для косоугольной 
системы координат, сохраняется и вид нормального уравнения, вот почему 
значение отношений А : В : С остается прежнее.
3. Расстояние точки от начала. Расстояние двух точек.
Умножим первое соотношение системы (1) на х, второе на у, третье' 
на z и результаты сложим, тогда найдем:
х 2 ~\~ У2 +  22 <о1 2ZX® 2  -j- 2хуо)3 =  р (ах -J- (Зу -)- yz).
Выражение, стоящее в скобках в правой части, будет равно р на осно­
вании четвертого уравнения системы (1). Итак:
х 2 У2 +  z2 t -f~ 2zX(o2 -f- 2xya)3 =  p2. (15)
Э т а  формула дает квадрат расстояния р точки М (х; у; z) о т  
начала координат.
Пусть нам даны две точки М1 (хг; у х\ z^) и М2{х2, у2, z2) относи­
тельно какой-либо косоугольной системы координат.. Перенесем начало 
координат в точку M v сохраняя направления координатных осей; тогда 
координатами второй точки М2 по отношению к новой системе будут 
выражения: , -
X  == х 2 -Х р  Y =  у2 у р Z, =  z2 Zy (16)
Расстояние d двух точек в старой системе есть то же самое, что в новой 
системе расстояние точки М2 от начала M v Следовательно, мы можем 
воспользоваться формулой (15) и для перехода к старой системе заме­
нить X , У, Z  их значениями из таблицы (16). Тогда квадрат расстоя­
ния двух точек по их координатам будет определяться следующей 
формулой:
dy — (х2 x t)2 -j- (у2 — y^)J “ |- (z2 zt)2 - f -2 (у2 у г) (z2 - +
+  2 (z2 —  z x) (x2 — x j  co2 +  2 (x2 —  х х)(у 2— y t) «a, (17)
, -
каковая в случае прямоугольной системы координат (о)х =  со2 ~ < » 3 =  0) 
приводится к известному нам виду:
=  ( * 2 —  Xl)2 +  OV—  V,)2 4 -  ( Ч — 2l)2-
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Если применить соотношения (1) к точке М2, отнесенной к указан­
ной новой системе координат с началом в точке Mv то получим:
( * 2 -  x i) +  ( л — У\) ш 3  +  (Z2 — zi) < о 2  = =  da,
( * 2 - -  * l )  ° > з  - " C V a ------- У\) ~\~(Z2— z i) “ i  = =  « ф .
—  Xj )  в > 2  — К л — Л ) ш 1  + ( ^ а —  * i )  =
(Х2~ —Ух) Р  4 - ~ zi)  T  = =  d. *
(18)
Разрешение первых трех из этих соотношений даст:
x 2 - X ,- =  ld,
-У  i == md, (19)
Z2~- * i  == nd.
Определив расстояние двух точек d, мы с помощью только что 
указанных формул можем найти величины, характеризующие направле­
ние отрезка, заданного координатами начала и координатами конца. 
Так, формулы (18) дадут косинусы углов отрезка с осями координат:
a = ■
p= (180
T == *2 / Ч + Л / Ч + * , Д
а формулы (19) определят нормированные угловые коэфициенты отрезка:
Упражнения. 701. О п р е д е л и т ь  р а с с т о я н и е  о т  н а ч а л а  к о о р д и н а т  до т о ч к и  
( — - 3 ;  2 ;  — 1 ) ,  о т н е с е н н о й  к  д е к а р т о в о й  к о с о у г о л ь н о й  с и с т е м е ,  к а ж д ы й  и з
к о о р д и н а т н ы х  у г л о в  к о т о р о й  р а в е н
702. О п р е д е л и т ь  р а с с т о я н и е  д в у х  т о ч е к  Мх ( — 1 ;  — 2 ;  1 )  и  М2(2 ;  — 5 ;  3 ) ,  
о т н е с е н н ы х  к  д е к а р т о в о й  к о с о у г о л ь н о й  с и с т е м е ,  к о о р д и н а т н ы е  у г л ы  к о т о р о й  
с о о т в е т с т в е н н о  р а в н ы :
/_yOz  =  j ,  / > < ? *  =  у ,  £хО у =  Ц-,
*  *
703. О п р е д е л и т ь  н о р м и р о в а н н ы е  у г л о в ы е  к о э ф и ц и е н т ы , -  а  з а т е м  и  к о с и н у с ы
у г л о в  с  о с я м и  к о о р д и н а т  о т р е з к а ,  с о е д и н я ю щ е г о  т о ч к у  Мх ( 1 ;  — 3 ; .  —  2 ) ,  
с т о ч к о й  М2 ( 3 ;  — 4 ;  1 ) ,  е с л и  у г л ы  м е ж д у  о с я м и  к о о р д и н а т н о й  с и с т е м ы  и м е ю т  
з н а ч е н и я :  ‘
Z.yOz =  j ,  — Z  у .
4. Угол двух лучей.
Возьмем два направления, и пусть первое из них составляет с осями 
координат “углы, косинусы которых соответственно равны av j^, вто­
рое же составляет с осями углы, косинусы которых а2, р2, у2. Поставим 
себе задачей определить угол о этих двух лучей. Возьмем теперь два
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луча, исходящих из начала координат и соответственно параллельных 
двум данным направлениям; на первом из них выберем какую-нибудь 
точку отстоящую от начала координат на расстоянии р.
Проекция ломаной OQPM, составленной из координат точки М , и 
проекция замыкающего отрезка ОМ на второй луч должны быть равны 
между собой, так что для ортогональной проекции:
' ХЧ  +  y h  +  *Ta =  Р cos ? • (2 °)
Если к этому соотношению присоединить три первых уравнения 
системы (1):
* + 3 ' а>В +  ;г<02 == Ра1»
—J— у  — гео, —= PPv
Л-<02 4 - 2 == РТр
то исключение из этих четырех уравнений величин х, у, z , р даст условие:
1 <°3 со2 а1
ш3 1 Pi
Ш2 а>1 1 Ti
а2 Рг Т2 cos 9
определяющее искомый угол ср.
Пусть нормированные угловые коэфициенты данных двух лучей 
будут lv mv пх и /2, т 2, /г2. Заменим в формуле (20) отношения
х
7
У
р
через их значения: lv mlt nv тогда:
cos о =  lxa2 - f  - f  nlTa. 
Очевидно, по аналогии-7можно также написать:
(20')
cos <р =  а / з -)-PjOTa +  ТЛ - (20")
Если мы хотим получить cos ср через угловые коэфициенты данных 
направлений, то в формуле (20')  надо а2, р2, y2 заменить их значениями 
согласно соотношениям ( 11):
Р2 == /2ш3 +  т 2 -f- n2<av
Т2 =  2^Ш2 7 "  т '2®1 ~Ь п2>
тогда получим:
cos ср =  </2 +  /л2<03 - f  « 2<d2) - f  (/2<fi3 +  /И2 +  я ^ )  +
+  Н  ( V 2 +  V i  +  « 2)
или в окончательном виде:
COS ср =  / j / 2 4 -  4 - 4 - {Щ Ч  +  ^ 2 « l )  +  (ЛЛ  +  V l )  ®2 +
4 "(^ lW2‘4_ 2^Wl ) <°8* (22)
Если лучи совпадают, то ср =  0, его косинус равен единице, и соот­
ношение (22) обращается в соотношение (12) между нормированными 
угловыми коэфициентами одного направления; правая часть формулы (22)
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будет, очевидно, полярною формой по отношению к квадратичной 
троичной форме, стоящей в левой части соотношения (12); если угодно, 
можно сказать также: по отношению к форме, изображающей квадрат 
расстояния точки от начала координат. Очевидно, через ненормиро­
ванные угловые коэфициенты косинус угла двух направлений выразится 
следующим образом:
cos <р = Й -|- т хт 2-f njli + т27Грш: + (п^ + щЬ) ш2 + (Гхт г + 12rnx) и>8
"TX+nii + п\-\-2т пц£>х-\-2пх
(22'
Если данные лучи параллельны, то их углы с осями координат или 
соответственно равны или разнятся на числа, кратные те, а потому их 
косинусы соответственно равны или равнопротивоположны:
а2 =  о(1, p2= = Pi» Т2 ~  Ti
или
а2 ~  ^1» Р2”  Pi» Т2 ~  Т15
угловые коэфициенты их (ненормированные) в случае параллельности 
направлений должны быть пропорциональными:
Обратно, если последние условия выполнены, то, нормируя обе 
тройки угловых коэфициентов, их можно сделать соответственно рав­
ными, но тогда формула (22) даст c o sc p = l ,  т. е. ср =  0 и лучи будут 
параллельны. Если два данных направления взаимно перпендикулярны, 
то угол ср между ними равен прямому, его косинус равен нулю и фор­
мула (21) дает условие:
1 шз <°2 «1
<*>3 1 P i
Ш2 ®1 1 ь
ОС9 Р2 т 2 0
(23)
Легко видеть справедливость и обратного предложения, т. е. если 
условие (23) выполнено, то два данных направления взаимно перпен­
дикулярны. В самом деле, пусть аь ^  и а2, р2, ^2 связаны условием (23); 
тогда угол ср этих направлений определится формулой (21). Два опре­
делителя (21) и (23) имеют по три первых столбца одинаковых и отли­
чаются лишь последним столбцом; поэтому можно составить разность 
равенств (21) и (23), вычитая соответственно элементы последних 
столбцов:
1 «2 0
Ш3 1 0
0)л2 1 0
«2 Р2 Т2 cos ср
или, разлагая левую часть по элементам последнего столбца:
Q  c o s  ср =  О,
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т. е. cos ср =  О, так как Q ф  0 . Итак, соотношение (23) есть необхо­
димое и достаточное условие для перпендикулярности двух напра­
вленийL Условие перпендикулярности двух направлений по их угловым 
коэфидиентам (нормированным или ненормированным — безразлично) 
на основании формул (22) и (22')  будет таково:
1А  +  т\Щ +  « 1 « 2  +  ( М 1 И 2  +  m 2 « l )  < ° 1  +  ( « А  +  п4 д  ® 2  +
—Н Ч- ®*з =  (24)
Упражнения. 704. Определить косинус угла двух направлений по их угло­
вым коэфидиентам 2: — 3:1 и 3:1 :  — 2, если каждый из координатных углов
к *равен — ,
705. Углы осей координатной системы имеют значения:'
z ^ > 2 = f I Z  zOx =
Показать, что два направления, для которых:
между собой взаимно перпендикулярны.
706. Углы осей координатной системы имеют значения:
Z У О г = — , Z х О у  = 2пт  *
Показать, что два направления, одно из которых определяется угловыми коэфи- 
циентами 1:2:  — 1, а другое косинусами углов с осями, соответственно рав­
ными -а =  0, , между собою парал­
лельны.
1 2 3707. Косинусы координатных углов имеют значения о>1 =  тт , <»2 — — , <о3 =
Z о 4
относительно такой координатной системы даны два Направления своими угло­
выми коэфициентами 3 : 2 : — 4 и 1 : — 3:2.  Найти угловые коэфициенты луча, 
перпендикулярного к обоим данным направлениям.
5. Преобразование координат.
Перенесем прежде начало координат в точку (а ; Ь\ с), сохраняя 
направление координатных осей; пусть координаты какой-нибудь точки М 
по старой системе будут х , у, г, а по новой X , Y, Z.
Тогда очевидно
л: =— X  -|- я,
= Y~\~b} (25)
z ~= Z -\-c .
. ■ • , —»
Таковы будут формулы преобразования координат, соответствующие
переносу начала.
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Положим теперь, что мы сохраняем начало координат ,м изменяем 
направления осей;* пусть новая ось ОХ составляет с прежними осями 
Оху Оу, Oz углы, косинусы которых соответственно равны а1г {3'^  у и 
пусть ось OY составляет с прежними осями углы, косинусы которых 
се2, ;32, наконец, ось OZ составляет со старыми осями углы, косинусы 
которых соответственно равны а3, р3, з^- Все эти косинусы мы можем 
расположить в таблице, в которой показаны косинусы углов от оси 
в вертикальном боковом ряду к оси в верхнем горизонтальном ряду:
Ох Оу Oz ОХ OY OZ
Ох 1 Ш3 ®а «1 а2 гч
Оу <«3 1 ®i Pi р»
Oz ®1 1 Ti
Л
т2 Тз
Возьмем какую-нибудь точку М и построим ее старые координаты 
так, чтобы они составили обычную ломаную OQPM, для которой замы­
кающим отрезком будет ОМ\ подобным'-же образом построим соответ­
ствующую ломаную OQ'P'M из новых" координат. Так как эти две 
ломаные линии имеют общую замыкающую, то их проекции, например, 
на каждую из старых осей должны быть равны между собой:
х  -|- у —{- ■З'Фо =  Х&< -4— Yoи -4— Z&4,
•«“ 8 + J  +  Ze> l = ^ l + ^ 2 +  ^p 3 . . (2 6 )
=  X'ii +  - f  Zys.
Пусть tv ni будут нормированными угловыми коэфициентами 
новой оси ОХ относительно старых .осей; /2, т 2, п2 будут угловыми 
коэфициентами новой оси ОТ и /3, /тг3, я3 —  угловыми коэфициентами 
новой оси OZ. На основании соотношений (КТ) мы имеем:
j  _  c^Q11 +  piQSl -j- TlQ3l
/ l —  5 ~  ■ ’
^  _  «iP18 +  № *  +  TiS32
1 Q— »
_  ocl QU +  ^Q23 -f- YlQ33
n l ------------------ 6  *-  ; «V
Аналогичным образом определяется /2, /я2, п2 и /3, т ъ, я3, по соответ­
ствующим им косинусам а2, р2, и <v Ps>Ts* Умножим теперь урав­
нения (26) соответственно на Q11, Q21, Q31 и сложим, затем второй раз 
умножим на Q12, Q22> Q32, наконец, на Q13, Q23, £>зз и каждый раз опять 
складываем; этим способом система (26) будет разрешена относительно 
старых координат:
= А /У -Ь h У ^
= ш^Х —j- m^Y-\-m%Zy (27)
7 Зак. 2Ш. — Бюшгеыс С. С.
В этих формулах преобразования координат, соответствующего пово­
роту осей, входит всего девять коэфидиентов, однако последние свя­
заны между собой рядом соотношений.
Так, прежде всего, каждая из троек (tv mv (/2, т 2, я2), (/3, w3, д3) 
представляет собой нормированные угловые коэфийиенты новых осей, 
следовательно, в силу соотношения ( 12) между коэфициентами каждой 
тройки имеются зависимости:
ч.
—|— т ^  —{— п^  —J— 2/71^  WjODj —|— 2/г1/1ш2 2 [упрзь^  =  1,
4  2  т-2 Н -  V Ч -  2 / / г 2 и 2 < о 1  - j -  2 и . j / r ,® .2  - ( -  2 4 m 2 O J 3  =  4  ( 2 8 )
4 2 +  ”1з2 +  V  +  2m8n3cOj +  2и8/8(й2 - f  2/8яг8ш3 =  1.
г г Г
С другой стороны, если мы назовем через , о>2 , о>3 косинусы коор­
динатных углов новой системы, то каждый из этих углов может быть 
определен, как угол соответствующих новых осей, по их угловым коэфи- 
циентам относительно старых осей [т. е. по формуле (22)]:
4 4  +  т.2т ь -j- и2л8 +  (m2n8 +  т ъп2) <о1 +  ( V s  - f  я8/2) <о2 +
+  (4 даз +  V я*) «в “  “ 1’
44 +  %т1 +  ЛЛ +  0?V4 +  "*iV °>1 +  (Vi +  Vs) ®2 +
" b ( 4 OTi +  4 т з)-шв=  ®*>
44 ~Ь т1,иа ~Ь и1и-2 (т 1п2
(4 'й2
%«,) «>1 +  (ЛА 4- Vi) “2+
4 'V  « 3= ® v
(29)
Итак, между девятью коэфициентами преобразования (27) имеется 
шесть вышеуказанных соотношений (28) и (29), а потому только три  
из этих коэфидиентов могут быть выбраны произвольно, шесть же 
остальных определятся через три выбранных. Таким образом, линейное 
однородное преобразование координат (27), соответствующее повороту 
осей, зависит о т  тр ех  существенных параметров. Чтобы не произ­
водить подробного исследования системы ^(28) и (29), это заключение 
можно подтвердить геометрическими соображениями. Заметим прежде 
всего, что когда выбраны направления двух осей, например ОХ и OF, 
то третью ось OZ, составляющую с каждою из первых соответственно 
заданные углы, можно провести лишь определенным образом; в самом 
деле, два круговых конуса с осями по ОХ и OF и с заданными углами 
осевых сечений могут пересекаться лишь по вполне определенным обра­
зующим, Таким образом4 вопрос сводится к тому, от какого числа пара­
метров зависит определение двух лучей в пространстве, составляющих 
между собой заданный угол. Плоскости этих лучей мы можем придать 
любое направление (зависящее от двух параметров) в пространстве; 
затем, сохраняя угол- между этими лучами, мы можем произвольно их 
поворачивать на любой угол в их плоскости; следовательно, направле­
ние двух осей в пространстве, составляющих заданный между собою 
угол, зависит от трех параметров.
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Упражнения. 708. Углы координатной системы соответственно равны
^  « л *
; три луча, составляющие с осями координат углы, косинусы
Z о  О
которых равны:
1
pi
1 4
«1 — 10’ , “  5 ’ 71 =  у .
1
Рз
1 9
«2 = 10’ “  10’ ъ  ~  10’
3 Г, 1 20
«3 = 14’ РЗ -  7 ’ Ь~  21 ’
принимаются за новые оси координат. Составить формулы преобразования 
координат и определить косинусы координатных углов новой системы.
709. Общими формулами преобразования координат (перенос начала- и 
поворот осей) будут:
х  — l±X -f- l2Y -f- l8Z  -f- я,
У =  т т '^ У “Ь +  Ь, (30)
z =  п^Х n2Y -j- n8Z  -j- с.
Оно зависит от шести параметров.
710. Называя через Q и 9J определители косинусов координатных углов 
старой и новой системы и через А определитель из коэфициентов подста­
новки (27), доказать соотношение:
9J =  од-2. (31)
Указание. Перемножая определители (столбцы на столбцы):
мы получим:
к 4 4
и О. =
1 о з^ w2д = т \ т 2 щ со3 1 ®1
ч «2 ч о>2 ®1 1
к  Н 4  +  щр> з - - П-2^ 2 4  - - W3C03 - -со3 ~ -Ь ^1^ 1 4 0)8 “ -m  2 - - /3(08 - " « 8  ' -n 3 Щ
4^ 2 - 4 <02 ” - W2W1 --n 2 4 0)2 -- -h пз
или в силу соотношений (11):
ДО =
а1 «2 «3
■Pi h  Рз
•(1 Тз 7з
Обе части полученного соотношения умножим еще раз на-Д:
« i 4 - -  P1 OT1  - - T i « i «2 4  - h P a ^ i  +  72 «1 « з 4  - M l  - -  Т з '4
Д20 -= « i 4 - L P l^ 2  - - T № a.>4 - ^ a -  р2Ш2 - -  72«2 « з 4  - L  Рзда2 - И з Л2
« i 4 H h M s  H-  7 Л « 2 4 - -  Р а « з  HL T2«8 « з 4  н -  Р з '«з  - - Т з « з
что по формулам (20') даст:
или
1 шз <й2г 1 г°4г / ' 1о>9 ®Т
Д20 — Q'.
Замечание. Пусть координатные углы новой и старой системы соответ­
ственно равны, тогда 9/ =  Q, и, следовательно, Д =  =£ 1. Так как значение Д, 
как мы убедились, постоянно и не зависит от поворота осей, то при непре­
рывном вращении новой координатной системы как целого около их сущего 
начала координат значение Д будет оставатвся все время одним и тем же, либо 
равным -j- 1, либо равным — 1.
7":: 99
Предположим, что надлежащим поворотом мы достигли совмещения новой 
оси Лиэв со старой осью дг-ов и новой оси К-ов со старой осью у-ов, что, 
очевидно, всегда возможно; в таком случае новая ось Z  может либо совпасть 
с прежнею осью z, либо оказаться противоположного с ней направления. Когда 
все три оси соответственно совпадают, тогда преобразование (27) приводится 
к преобразованию:
х  — X, у  =  Y, z =  Z,
и определитель из его коэфициентов будет Д =  + Т ;  но совмещение соответ­
ственных осей после поворота обозначает, что тройки координатных осей новых 
и старых либо обе левые, либо обе правые.
Если же при совмещении двух пар осей оси третьей пары (например Oz 
и OZ) получают противоположные направления, то преобразование (27) сво- 
дится к преобразованию:
х  =  X, у  =  Y, z — — Z
с определителем отрицательным и равным—*! (А = — 1); но когда две пары 
осей совпадают, и оси третьей пары имеют противоположные направления, 
это значит, что тройка старых осей и тройка новых осей разноименны, именно, 
если одна из них левая, то другая будет правой. Итак, определитель подста­
новки (27) имеет положительное значение, если координатная тройка новых 
осей одноименна с тройкой старых осей; этот же определитель имеет отри­
цательное значение} если тройки старых и новых осей разноименны.
v
6. Ортогональная подстановка.
Если старая система координат прямоугольна, тогда, как известно, 
нормированные угловые коэфициенты (/, т ,  п) какого-либо луча совпа­
дают соответственно с косинусами (а, |3, у) углов этого луча с осями, 
а потому формулы преобразования координат (26) или (27) примут вид:
х  =  -|- а2 У 4 “
У =  (32)
причем
* i 2 +  Pi2+ T i 2 =  V
« 22+ p 22 + V = l >  (33)
Если сверх того и новая система координат будет прямоугольной, тогда 
оси последней попарно ортогональны, и следовательно:
а2а3 +  M s  +  Т2Т3 “ = 0,
V i + P s P i  +  TeTi*= о, (34)
ala2 Н~ Pi Р2 “Ь Т1Т2 == 0, *
Таким образом девять косинусов каждого из углов новых осей со 
старыми должны удовлетворять шести указанным соотношениям (33) 
и (34), а следовательно, эти девять коэфициентов зависят от трех пара­
метров. Подстановка (32), переводящая координаты какой-либо точки 
относительно одной прямоугольной системы в координаты той же точки 
относительно другой прямоугольной системы, называется ортогональной
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подстановкой; квадрат определителя из коэфициентов ортогональной 
подстановки
Pi Р-2 Рз
Ь  Г2 Ь
в силу соотношений (33) и (34) будет равен единице:
а а з
Сам же определитель А будет равен —{— 1, если тройки новых и ста- 
рюх осей одноименны, или— 1, если эти тройки разноименны.
Величины (а1? а2, а3) будут косинусами углов старой оси х-ов с тремя 
новыми осями ОХ , OF, OZ, равным образом (р1э (32, (З3) будут косину­
сами углов старой оси у  с соответствующими новыми осями; наконец 
( T i >  Т 2» Т з )  будут косинусами старой оси z, относительно новых; вслед­
ствие ортогональности осей каждой из систем эти девять величин удовле­
творяют также соотношениям:
«I2 +  а22 +  «82 == 1, •
IV +  №  +  ?82 == 1, ( з зо
Ti2 +  Т22 +  Тз2 == 1;
PlTl +  ftfo +  Р8?8 =  °>
Ti“14-T22!2 +  V 8 =  ()> (340
a iPl “Ь ~Ь а3р3 =  0-
Итак, если для определителя А выполняются условия (33) и (34), то 
обязательно выполняются и условия (33') и (34'), т. е. если в каком- 
либо определителе (3-го порядка) сумма квадратов элементов каждого 
столбца равна единице, а сумма произведений соответствующих эле­
ментов двух любых столбцов равна нулю, то  аналогичным условиям 
удовлетворяют и элементы строк.
Предположим, что А =  —]— 1, т. е. новая и старая координатные 
тройки одноименны; так как, например, ось OZ ортогональна к осям ОХ 
и OF, то: . ^
«3 Рз1 _  13
Pits — Э2Т1 ’ Т1«2 — Ьа1 ' *
Обозначая эти отношения через X, мы получим:
а3 = " ^(Р1Т2 - ш >
Рз = : Х (Tl«2 —- Т А ).
: X («jp2 —-«2М
и тогда ■
V  +  Рз2 +  Т82 ==  «8 * Х СР1Т2 — M l)  +  М  Х (Tl«2
А +  Тз * Х( « А — <*aPi) = 1
или
ХА — 11
Т2а>) +
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откуда
- х = 1.
Итак:
«3 = Р1Т2 ?2К 1 ’
NСО
сси = Ti<V Т2а1’
т8- а2?1‘
Аналогичные соотношения мы получим круговой перестановкой 
индексов 1, 2, 3, а это означает, что в определителе ортогональной 
подстановки, когда он равен положительной единице, каждая 
адъюнкта равна соответствующему элементу определителя.
Геометрически.очевидно, что ортогональная подстановка „ не меняет 
квадрата расстояния точки от начала координат, иначе говоря, орто­
гональная подстановка сумму квадратов старых координат преобра­
зует в сумму квадратов новых координат, т. е.
* P + y *  +  z* =  X *+ Y *- \ - Z * .  (35)
Нетрудно доказать и обратное предложение: из всех линейных и 
однородных преобразований вида (32) только ортогональная подстановка 
сохраняет сумму квадратов координат, т. е. удовлетворяет условию 
(35). Свойства определителя 3-го порядка ортогональной подстановки 
мы выше обнаружили частью геометрическими соображениями, но их 
можно было бы доказать и аналитически, притом для определителя 
ортогональной подстановки любого порядка.
Упражнения. 711. Условимся сумму
или
1^ +  2^ +  Н • • • +  &П
ь т  +  ь® + т  +. . .  +  м»)
короче изображать символически через Ьа или через М, т. е. одним слагаемым 
с греческим индексом, предполагая, что именно по нему производится сумми­
рование от 1 до п; далее вместо каких-либо п соотношений:
*1 - а1&у „
V
будем короче писать:
*2 =  «2% . 
хп =  апау^
x.i =  ир-уа (1 =  1, 2, . . . ,  п).
Пользуясь этими сокращенными обозначениями, доказать предложение: 
если подстановка
Х% =
сохраняет сумму квадратов, т. е.:
х<? — Уа~>
то ее коэфидиенты удовлетворяют, условиям:
ааГса ^  =  1> =  0 при p ^ q . (36)
Такая подстановка (преобразование) называется ортогональной; ее опреде­
литель Д равен zt 1.
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Указание. В выражение х р  подставим значения мы получим:
х 2 =  авРур • я J_yY =  a £ a jy $ y v
Это выражение должно быть тождественно равным ур, поэтому коэфициент 
при квадрате какого-либо yjc должен равняться единице, а коэфициент при 
каком-либо произведении y py q должен обращаться в нуль, следовательно:
а р а р  =± 1, алР ар  — 0 при р ={= q.
С помощью этих соотношений мы легко найдем, что Д3 =  1.
712. В определителе ортогональной подстановки каждый из его элементов 
равен (соответствующей адъюнкте, если Д =  1 или равнопротивоположен 
адъюнкте, если Д =  — 1.
Указание. Из системы соотношений (36) выделим уравнения:
а р  * «а1 =  О,
а Р  * а Р  — О»
а к . а к =  1
а к,. а п =  0;
решая их относительно я Д  мы получим по обычному правилу для 
системы:
линейной
п — и г —
ар ар * * • 0 ap + i • ■ • о»1
ар С1*у* • • • ■ 0 а р + ! • • • &п~
ар* а р • • • 1 a p +i * * * а Р
арг ар1 • • • 0 а р  | • • • ар 1
ИЛИ
ар = ( — 1)*+*МрД
где М р — минор определителя Д, соответствующий элементу ар . Обозначим 
через Ьр адъюнкту, соответствующую элементу ар , тогда предыдущее отно­
шение даст:
у / (36)
где Д2 =  1.
713. В ортогональном определителе сумма квадратов элементов каждой 
строки равна единице, а сумма произведений соответствующих элементов 
двух разных строк равна нулю.
Указание. Возьмем сумму квадратов ц.р • ар  элементов какой-либо строки 
определителя; на основании предыдущего положения' ^  при Д =  1,
поэтому:
ар  • ар  — ар  • Ър,
но полученное выражение есть разложение определителя Д по элементам 
строки номера /, поэтому:
ар  - ар  =  а р . Ьр =  Д =  1.
Аналогичным образом для суммы произведений соответствующих элементов 
двух разных строк имеем: 1
a p a p  — арЪ р  =  0 при p=^q.
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7. Формулы Эйлера.
Выше говорилось о том, что девять коэфициентов линейного однород­
ного преобразования координат, соответствующего повороту осей, зависят 
от трех существенных параметров; ниже мы получим так называемые 
формулы Эйлера, дающие выражения девяти таких коэфициентов через 
три параметра для случая, когда ортогональная тройка старых осей 
преобразуется в одноименную ортогональную тройку новых осей (на­
пример левая в левую). Условимся поворот на некоторый угол около 
оси, на которой отмечено положительное направление, считать поло­
жительным в сторону от левой руки к правой для наблюдателя, стано­
вящегося по. оси головой в положительном направлении. Согласно 
этому условию, например, при повороте около вертикальной оси Oz 
наблюдателя надо поставить на плоскость хОу головой вверх, и пово­
рот слева направо (от оси лг-ов к оси у-ов) будет считаться положи­
тельным. . 1 .
Пусть старая координатная тройка' (ортогональная) будет Oxyz 
(черт. 164), новая (тоже ортогональная) OXYZ; на прямой пересечения 
плоскостей хОу и XOY  возьмем полупрямую ОР так, чтобы наблю­
датель, расположенный ‘по ОР (ногами - к началу координат), видел 
ось Oz слева, а ось OZ справа, при этом угол от Oz до OZ назовем 
через 0: угол 0 может изменяться от 0 до тс. Обозначим далее через 
ф угол ОР с осью Ох, а через угол ОХ с осью ОР; углы ср и ф 
могут меняться от 0 до 2тг. От старой системы к новой, очевидно, 
можно перейти тремя последовательными поворотами координатной 
тройки как целого: 1) сначала поворачиваем координатную тройку
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Oxyz около оси Oz на угол ф; получим новую координатную систему* 
назовем ее Oxiy 1zv 2) затем поворачиваем тройку Ox1y 1z1 около оси 
OP === Охх на угол 0, получим вторую координатную тройку 0x2y2z^
3) наконец, тройку Ox2y2z2 поворачиваем около оси Cz2= O Z  на 
угол ф, тогда получим тройку OXYZ. При каждом из этих поворотов 
одна из координат сохраняется, две же других преобразуются ортогональ­
ной подстановкой в плоскости; поэтому мы имеем следующие после­
довательные переходы:
z = z x
X =A r1COS?—^jSincp
у =  х х sin © -\-y1 coscp;
у : — у 2 cos 0 — z2 sin 6, 
z \ = У<2 sii?0 +  -г.2 cos 6;
^2 —
x 2 =  X  cos ф — Fsin ф, 
y 2 — X  sin ф -|- Y cos 6*
Если исключить вспомогательные координаты, то получим формулы 
Эйлера в следующем виде:
• f '
х  — (cos ср cos ф — sin ф sin ф cos 0) X — (cos ф sin ф -ф-
-f- sin ср cos ф cos 0) У -j- sin cp sin 0 • Z,
^  =  (sin cp cos ф —|r cos cp sin ф cos 0) -ЛГ —{— ( — sin cp sin -j-
-j- cos cp cos ф cos 0) Y— coscp sin 0 -Z ,
г — sin ф sin 0 X -J- cos ф sin 0 F-j- cos 0 Z,
и здесь коэфициенты ортогональной подстановки выражены через триг 
параметра, именно три угла поворота ср, ф,_ 0.
Указанные формулы Эйлера, равно как и самое разложение переме­
щения тройки осей OXYZ на три последовательных указанных пово­
рота, применяются в механике при изучении движения твердого тела 
с одной неподвижной точкой.
г ' * *
Упражнения. 714. Составить формулы Эйлера преобразования 
для случая
координат
и проверить, что оно сохраняет сумму квадратов.
715. Хотя формулы преобразования координат Эйлера представляют собой1 
три уравнения между старыми и новыми координатами точки и тремя пара­
метрами преобразования, однако, если считать данными старые и новые ко­
ординаты некоторой точки, то из этих уравнений три параметра поворота 
осей не могут быть определены. Разъяснить это обстоятельство аналитически 
и геометрически.
Указание. Параметры ср, 6, 0 не могут быть определены из трех уравнений 
(37), потрму что эти уравнения относительно ср, ф, 0 будут независимы 
между собой, ибо из них вытекает соотношение:
* 2 +  У2  +  * 2 =  +  У2  +
.не содержащее этих параметров.
С другой стороны, когда даны старые координаты (х; у\ z) некоторой 
точки М и ее новые координаты (X; У; Z), то мы можем построить две ко­
ординатных ломаных OQPM и OQ'P'M \ имеющих общий замыкающий отре­
зок ОМ; ломаную OQ'P'M  мы можем как целое вращать около оси ОМ, сохра­
няя тем самым значения старых и новых координат, но меняя относительное 
расположение старых и новых координатных осей. Отсюда следуёт, что 
значения старых и. новых координат одной точки еще не определяют относи­
тельного расположения старых и новых осей.
ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ.
К |  1.
1. Что называется направляющими косинусами луча?
2. Какая зависимость существует между тремя направляющими косинусами 
луча? Показать, как она переходит в обычное соотношение в случае прямо­
угольной системы координат.
К § 2.
3. Что называется нормированными и ненормированными угловыми коэфи- 
щиентами луча?
4. Каким образом направляющие косинусы луча определяются через его 
^нормированные угловые коэфициенты, и обратно?
5. Какая зависимость существует между нормированными угловыми коэ- 
-фициентами луча?
6. Как нормировать угловые коэфициенты луча?
7. Какой геометрический смысл имеют отношения коэфициентов, при 
координатах общего уравнения плоскости, отнесенной к косоугольной системе 
координат?
К § 3.
*
8. Как выражается расстояние точки от начала по ее координатам?
9. Как выражается расстояние двух точек По их координатам?
10. Как определяются нормированные угловые коэфициенты или напра- 
:вляющие косинусы отрезка, соединяющего две точки, по их координатам?
К §  4.
11. Как определяется угол двух лучей: а) по их направляющим косинусам, 
Ъ) по направляющим косинусам одного луча и нормированным угловым коэ­
ффициентам другого, с) по их (нормированным) угловым коэфициентам?
12. Каковы будут условия параллельности двух лучей?
13. Каково будет условие перпендикулярности двух лучей?
К § 5.
14. Как уставляются формулы для преобразования координат, состоящего 
из переноса начала с сохранением направления координатных осей?
15. Как составляются формулы для преобразования координат, состоящего 
из поворота осей с сохранением начала?
16. От какого числа параметров зависит преобразование координат, со­
стоящее из поворота осей с сохранением начала координат?
17. От какого числа параметров зависит общее преобразование одной 
системы координат в другую?
18. Какое значение имеет определитель из коэфициентов однородного 
преобразования координат?
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19. Что называется ортогональной подстановкой?
•20. Каково характерное свойство ортогональной подстановки?
21. Какие соотношения существуют межд£ коэфициенгами ортогональной 
подстановки? Сколько между этими соотношениями независимых между собой 
и какие и-з них вытекают как следствия предыдущих?
22. Какие значения имеют адъюнкты элементов ортогонального опреде­
лителя?
23. Чему равен сам ортогональный определитель?
К § 6 .
К § 7 .
24. Какими углами определяется в формулах Эйлера перемещение одной 
координатной тройки относительно другой?
25. Как пишутся формулы Эйлера и что они дают?
Упражнения. 716. Показать, что общее преобразование координат не 
меняет расстояния двух точек.
717. Назовем черёз о / ,  о / ' ,  о / "  координатные углы yOz, zOx, хОу, а через 
ср', ¥ЛГ> <?'"— двугранные углы координатных плоскостей, тогда определитель!}
718. При указанных обозначениях доказать равенство:
9 — 4 sin о/ -j- о / '  -f- О)
ГГГ
sin (О
ГГ-[- О)ггг ОУ . (О— Sin -
ггг (О (Оггsin (О' -|- С>" -- (О
ггг
719. Каковы будут функции координат пары точек Мг (лгх; y t; zL) и 
М2 (х2; у 2, z2), не меняющие своего вида и значения при повороте осей ко­
ординат? Сколько существует таких функций, не .зависящих друг от друга?
Указание. Так как соотношений между старыми и Шовыми координатами 
двух точек будет шесть и они содержат три  параметра преобразования, то 
число соотношений, не содержащих параметров, между координатами у двух 
точек будет три. Геометрически очевидно, что этими тремя инвариантами 
будут: 1) квадрат расстояния первой точки от начала, 2) квадрат расстояния 
второй точки от начала и 3) квадрат расстояния между двумя точками.
720. Уравнение шара радиуса г с центром в точке (а; Ъ\ с), отнесенного 
к косоугольной системе координат, напишется в виде:
( *  _  Я)2 +  ( J  _  $)2 +  (2Г — £Г)3 +  2(у--6) (2Г
+  2(z — с) (л: — а) о>2 +  2(лг — а) (у — Ь) оуд — г2. (38)
721. Найти условия, при которых общее уравнение 2-й степени отно­
сительно декартовых координат лг, у , z косоугольной системы изображает шар; 
указать, как определить координаты его гентра и радиус.
Указание. Общее уравнение 2-й степени:
а\\Х2 -{- а22у 2 -j- a^z2 -j- 2a^yz -{- 2a-^zx -j- 2#12лгу-{- 2д±±х -(- 2а2±у -f-
+  -f- а^  =  0
изображает шар, если его коэфициенты пропорциональны козфициентам уравне­
ния (38). Если условия:
а п __ а22 _  ат  __ ат  __ ggj _  и &
1J  1 1 (Oj 0)2 <*>3
выполнены, то соотношения:
а11 __ _______ «14______  _  ______ 2^4______  _________ £34______  _
1 — (a -j- Ьо>% -j- го>2) — (а<о3-j-^ -j-соц) — (#<и2 boi^ -|- с)
_ ___ ____________ -^44_______________
а - -f- b - -j- с 2 -(- 2bca>1 -j- 2сао>2 -}- 2аЬ<л-^ —  г -
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определят координаты его центра и радиус. При условии яа фО для коорди­
нат центра получатся конечные значения, ибо определитель из их коэфици- 
ентов в предыдущих уравнениях равен Q ф  0.
722. Найти направляющие косинзгсы или угловые коэфициенты луча, пер­
пендикулярного к двум лучам, заданным своими направляющими косин\'сами 
или угловыми коэфициентами.
723. Три луча, параллельные одной плоскости, удовлетворяют условию:
к Щ Ч Ч Pi Ti
к Щ >4 =  0 или “2 Ра Та
к Щ пя « з  Ре Т а
=  0;
обратно, если одно из этих условий выполняется, то три луча параллельны 
одной плоскости. "
Указание. Эти условия можно получить из указанного в предыдущей 
задаче условия перпендикулярности двух лучей. Развернув определитель левой 
части, мы сейчас же заметим, что каждое из данных условий выражает, что 
луч, перпендикулярный к двум изданных лучей, перпендикулярен и к третьему, 
откуда й получается обратная теорема.
724. Для общего уравнения плоскости
' Ax +  By +  Cz +  D =  Q
в косоугольной системе координат нормирующим множителем будет выраже­
ние:
М =
У  ( 1 —и)12)Л2-}-(1 -и>22)ВЧ- (1 —&£) в
725. Формулы Эйлера дают элементы ортогонального определителя через 
тригонометрические (трансцендентные) функции трех параметров, но можно 
для элементов ортогонального определителя (притом любого порядка) дать 
и рациональные выражения через независимые между собою параметры. 
Решение этой задачи, принадлежащее английскому геометру Кэли (Cayley), 
состоит в следующем. Возьмем косой определитель с равными между собой 
элементами по диагонали:
b b12 з- • •Ь1п
Hi ь П*... ь2 п
Ьц1 п^2 п^з • • • b
т. е. определитель, элементы которого удовлетворяют условиям;
Нк =  — h i  Hi =  b;
назовем его адъюнкты через и положим:
агк
_ 4bBik
в
а __ 2 ьви
“  r v  I *в
Тогда определитель из элементов a ilc будет ортогональным определителем 
В частности для п =  3 можем положить,-
1
•
V И'
—: V 1 X
-Л 1
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тогда ортогональный определитель будет:
1 —{— 7.3 — |х2 — м2 2('<- Х(х) 2(|л +  Ь )  .
1 +  ^  +  Р'2 +  v* 1 4- х2 4- (л2 +  v2 1 4 _ x24 - {x2 4 - v2
— 2 (ч +  Хр.) • 1 +  \>? — X2 — '/2 2 (X — (xn)
1 4- х2 4- ^2 +  v2 1 4- х2 4- [х2 4- v2 1 4“ X2 -|- (X2 4~ N2
—  2 (|х — hi) - 2 ( Х + " И 1 4_ v2 — X2 — jx2
1 —|- X2 —р [л2 — J— v2 1 4- X2 4- |х2 4- v2
г
1 +  +  \>? +  ч2
726. Координаты (х; у\ z) и (X ; У; Z) в формулах преобразования (27) 
можно относить к одной и той же системе координат, тогда эти формулы 
будут давать переход от одной точки М' (X; У; Z) фигуры к точке М (х; у; z) 
другой фигуры, т. е. они будут давать „преобразование фигуры".
727. Преобразование фигуры или- пространства, определяемого формулами
(27) при условиях 0^  =  0^ , о  ^=  =  о>3 или при условии, что эта подста­
новка ортогональная дает поворот фигуры как целого около некоторой оси; 
найдите эту ось вращения.
Указание. Что преобразование (27^ при условия ' j =  о>2 =  =  <%
или при условии, что эта подстановка ортогональная, дает движение фигуры 
как целого, ясно из того обстоятельства, что указанное преобразование не 
меняет расстояния двух любых точек.
Пусть для простоты наша подстановка (27) будет ортогональной: будем 
искать теперь точки, остающиеся неизменными при этом преобразовании; 
координаты этих точек (х =  Х\ у  =  Y\ z — Z) удовлетворяют условиям:
(4 — 1) х  +  k y  +  k z — О,
туе  +  { т 2 — 1) у  +  mHz =  0, (а)
п у е  +  гц у  +  (л 3 —  1) г  =  0.
Третье из этих соотношений есть следствие двух первых, ибо, как легко проверить: >
к~-1 к к
т х т 2~-1 т г
пу Щ
Действительно, развертывая этот определитель и помня, что определитель 
ортогональной подстановки (одноименной) равен 4“ 1, мы получим:
— — kfH — km2 (4 Н- т 2 +  щ) nik "Ь пгт г +  Щк =  0,
что выполняется тождественно в силу соотношений:
4 = тгЩ —  Щ п  ъ
— 4% _— кпь
Щ =  кт 2 — кЩ-
Два первых же из указанных выше уравнений (а) относительно х, yr z 
определяют прямую, проходящую через начало координат. Итак, преобразо­
вание (27) есть такое движение фигуры как целого, при котором сохраняется 
неизменной некоторая прямая, проходящая через начало координат, а потому 
это движение есть^  Поворот (вращение) фигуры около этой прямой.
Уравнениями оси вращения будут:
х _  У — _____ *
*h +  k Щ +'Щ  Л3 — /И2 —<1 +  Г
ч,
1 0 9
Г л а в а  X V I.
Исследование общего уравнения поверхностей 2-го порядка.
Исследование общего уравнения 2-й степени между тремя декартовыми 
координатами лг, у , 2, уравнения, как мы будем говорить, поверхностей 2-го 
порядка, имеет своей задачей прежде всего установить общие свойства того 
геометрического места точек, которое изображается данным уравнением, по­
скольку эти свойства непосредственно вытекают из геометрического истолко­
вания алгебраических особенностей данного уравнения. Попутно и в связи 
с этой первой задачей нами будет разрешен второй существенный вопрос 
о ток, какие именно виды или типы геометрических мест могут изобра­
жаться уравнением 2-й степени относительно декартовых координат х, у, z 
при различных частных значениях коэфициентов уравнения.
Исследование покажет нам, что уравнение' 2-й степени относительно де­
картовых координат х,.у , z в зависимости от значений его коэфициентов 
может изображать только одно из нижеследующих геометрических мест: 
1) пару плоскостей, 2) цилиндр или конус (2-го порядка), 3) поверхность одного 
из тех пяти типов (эллипсоид, однополостный или двуполостный гиперболоид, 
эллиптический или гиперболический параболоид), которые мы уже подробно 
изучали по их простейшим (каноническим) уравнениям.
Для исследования общего уравнения поверхностей 2-го порядка мы 
применим прием, аналогичный тому, которым мы пользовались для линий 
2-го порядка на плоскости (гл. XII), а именно, мы будем рассматривать все­
возможные прямые, проходящие через ту или другую точку пространства, и 
исследовать их пересечение с данною поверхностью. Предстоящее исследова­
ние будет во многих отношениях аналогично исследованию общего уравнения 
линий 2-го порядка, многие рассуждения будут повторением рассуждений, 
применявшихся там; все это позволит нам сделать изложение более сжатым 
и не развивать его во всех подробностях в каждом отдельном случае..
(
1. Общее уравнение.
Общее уравнение 2-й степени относительно координат х, у, г, 
изображающее поверхность 2-го порядка, будет иметь десять членов:
1) три члена с квадратами каждой из координат, • 2) три члена с их 
произведениями попарно (всего шесть членов ^второго измерения),
3) три члена с первыми степенями координат и, наконец, 4) свободный 
член —  член, не зависящий от координат.
Общее уравнение 2-й степени мы будем писать iT следующем виде:
a n* 2 +  + .% s * 2 +  2а2зУ* +  - f  2 +  2аих  +
+  2аыУ У  2аиг  +  аи — О, ( 1)
предполагая, что оно относится к какой-либо произвольной, хотя бы 
косоугольной системе координат.
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Все коэфициенты обозначены одной и той же буквой а с двумя?, 
индексами (значками), соответствующими тем переменным, которые- 
входят множителями в соответствующий член левой части.
Индекс 4 принят для членов первой степени и свободного члена 
ради симметрии при переходе к однородным координатам. В самом 
деле, если мы в уравнении (1) сделаем замену:
✓
Z
t
и умножим затем уравнение на t2, оно примет вполне симметричный 
вид с однородным обозначением всех коэфициентов:
аих2~\~а22 ^ 2 +  amz2 -f- au t2 -j- 2a23yz -J- 2a13xz-\-2a12xy -f- 2anxt-\-
+  224 =  0; (2)
полагая здесь t =  1, легко перейти обратно к уравнению ( 1).
Левую часть уравнения (2) будем обозначать через 2 F (x y у, z, t)y 
половины частных производных от этой левой части по каждой ив- 
координат будут:
К  =  аПХ +  W  +  +  aJ ’
Fy =  я21х  -j- a 22y -|- -j-
К  =  aaix  +  %2 У +  V  +  a ,J ,
F't =  anx  ai2y  - j - -f-
Между этими частными производными существует, как легко проверить,, 
следующее тождественное соотношение:
выражающее собой теорему Эйлера об однородных функциях.
Каждый раз как нам дается точка, принадлежащая поверхности 
второго порядка, мы, выражая, что ее координаты удовлетворяют 
уравнению поверхности, получим одно соотношение между ее коор­
динатами и коэфицйентами уравнения. Так как общее уравнение по- 
верхнос-ти второго порядка содержит всего десять коэфициентов и 
определяется отношениями девяти из~ них к какому-либо десятому, та  
для определения поверхности второго порядка необходимо дать девять 
точек, Таким образом, вообще говоря, мы можем найти поверхность 
второго порядка, проходящую через девять данных точек; при неко­
торых частных расположениях данных девяти точек поверхность может 
оказаться, конечно, неопределенной.
Упражнения. 728. Составить уравнение поверхности 2-го порядка, прохо­
дящей через девять заданных точек:
(3; 0; 0), (— 3; 0; 0); (0; 2; 0), (0; — 2; 0), (0; 0;Л), (0; 0, — 2),
(2; 1; О), (2; — 1; 1), (2; 1; — 1).
л
, 729. Составить уравнение поверхности 2-го порядка, проходящей через 
девять точек:
(0; 0; 0), (2; 0; 0), j[C; 1; 0), (В; 1;.0\ (1; 8; 0), (0; 0; 1), (2; 0; 1), .
2. Перенос начала и его инварианты.
Перенесем начало координат, сохраняя направление осей, в какую- 
нибудь точку (л^; y L] zty, если обозначить новые координаты - через 
Х у Yу Zy то в общем уравнении поверхности второго порядка надо 
будет сделать подстановку:
х  =  X  —j— х^ у
У = У + У г , (5)
z — Z -\-z v
а  оно примет вид:
* п ( Х х)2 Н~ а2з( ^ “ЬУ)2 «зз( ^ + Z Y  +  2яо3( Y ~ \ ~ у )  ( Z  -j- z )  -|-
+  2%i (Z  +  z) (X  -f- x ) тЬ 2я 12 {X  ^ г х ) (Х + У) “Ь  2а14 {X  -}-х)  +
+  2 «24 ( Y +У ) 2 а и  { Z - \ ~ z ) - \ ~  а и  =  0.
Здесь индексы у координат х, у , 2 нового начала после подста-_ 
новки в уравнение опущены. Развернем предыдущее уравнение по 
степеням новых текущих координат:
«11 *2 +  «22 +  «зз^2 +  2«23 Y Z  +  2a3lZX - f  2at2X Y  +
2 Y  ( a 2 l x  - f  a 2 2 y  +  a 2 S z  +  a 2 4 )  +  
( a .  < x %  — a . 2 0 y 2  -j— - 4 — ' 2 a 9 » y z  — I—
2 a l 4 x  +  2 a 2 4 y  +  2 a u z  +  a 4 4 )  =  0.
- 2 Х  ( а пх - - « 1 2  У - - a viz - ~ а и )~
- 2 Z  ( а ^ х - Ь  « 8 2 У Л“  « з з *  ~ -  « 8 4 )  ^
"  +  2  au zx  +  2  а п ху - -  аих
Относительно преобразованного уравнения можно сделать несколько 
замечаний. Во-первых, от переноса начала коэфициенты членов второго 
измерения („старших членов") не изменились; во-вторых, свободный 
член преобразованного уравнения равен левой части начального урав— 
нения, в которую лишь вместо текущих координат подставлены коор­
динаты нового начала. Наконец, коэфициенты при первых степенях 
координат Ху У, Z суть частные производные от левой части началь­
ного уравнения, в которые опять вместо текущих координат под­
ставлены координаты нового начала.
Таким образом преобразованное уравнение можно немного короче 
.записать в виде: ' .
• '  • I
anX * +  *M Y 2 ± a S3Z* +  2awYZ-[-2aslZ X -\-2q loX Y +
+  2XF'x +  2 YF'y -\~ 2Z F ’e-f- 2F  =  0. (6)
. Определитель четвертого порядка, составленный из всех коэфициен- 
тов уравнения поверхности:
« и « 1 2 « 1 3 « 1 4
« 2 1 « 2 2 « 2 3 « 2 4
« 3 1 « 8 2 « 3 3 « 3 4
« 4 1 « 4 2 « 4 3 « 4 4
I
•будем называть дискриминантом всех коэфициентов; он не меняет 
своего значения, если над уравнением поверхности произвести преоб­
разование (б), соответствующее переносу 'Начала координат с сохра­
нением направления координатных* осей. В самом деле, для преобра-
1 1 2
зовацного уравнения (6) дискриминант будет:
«11 «12 «18 К
я
«21 «22 «28 F Ч
«31 «32 «зз К
К 2 F
Вычтем в нем из элементов последнего столбца элементы первого, 
умножив их на лг, элементы второго, умноженные на у , и элементы 
третьего, умноженные на z\ тогда получим:
« 11 а ь-* Ю «13 ° и
«21 «22 «23 «24
«31я а т » «зз# а ы
F F F  . бX у Z
при этом мы воспользовались выражением производных F ' р '  f ' по
*  X  V  z
формулам (3) и сооотношением (4), выражающим теорему Эйлера.
В полученном определителе сделаем аналогичное преобразование: 
из элементов последней строки вычтем элементы первой, умноженные 
на xf элементы второй, умноженные на у , и элементы третьей, умно­
женные на а; тогда:
«п «12 «1 В «14
«21 «22 «23 «2 4
«si «32 «S3 СО
%
«41 «42 «43 «44
^Полученный определитель равен первоначальному, следовательно:
Обозначая коэфициенты преобразованного (при переносе начала) 
уравнения поверхности 2-го порядка через аш мы'можем написать вы­
ражения этих новых коэфициентов через старые коэфициенты и пара-
м е т р ы  п р е о б р а з о в а н и я x v  У i> (т. е . к о о р д и н а т ы н о в о г о  н а ч а л а )
в  с л е д у ю щ е м  в и д е :
/ i /
/
« а  ==  а п , «22
f
1
=  «22» «33  =
Г»
СОсои
ч
«23 = и 05 ■ч» «31 —  « д р «1 2  = -  <212> ( 9 )
«14 = «24 : II «34 = =  ^ ZX* ’ * ,
1!
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Исключая из этих десяти 5Фавнений ТРИ параметра преобразования 
x v у v zv мы получим семь соотношений между старыми и новыми 
коэфициентами, соотношений, не содержащих параметров преобразо­
вания, следовательно, инвариантных при любом переносе начала.
Шесть соотношений между старыми и новыми коэфициентами
• \  :
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руавнения поверхности, не содержащих параметров преобразования, 
будут, очевидно:
п
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II ■*“И
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й22 “ “  ^22’ а33 - -
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23 = —
II
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00 
S3 «0
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ю
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далее мы только что доказали, что:
А' — А, .
и это соотношение не содержит x v y v zv следовательно, оно и будет 
седьмым соотношением, которое получится исключением параметров 
преобразования x v y v zx из системы (9).
Все семь указанных соотношений имеют замечательный вид: каждое 
из них показывает, что некоторая функция старых коэфициентов равна 
такой же функции из соответствующих новых коэфициентов. Поэтому 
мы можем сказать, что эти функции не меняют своего вида и значения 
при любом переносе начала, т. е. являются инвариантами указанного 
преобразования.
-  Итак, уравнение поверхности 2-го порядка по отношению к преобра­
зованию координат, соответствующему переносу начала, имеет семь 
инвариантов, именно шесть коэфициентов старших членов и дискрими­
нант из всех коэфициентов:
~ а \\> to II~ а22> h ~- ат->
*4 =— 2^3» h -  
Ч ~
= азь 
— А.
h ~= a \2i ( 10)
3. Полярное уравнение поверхности.
Преобразуем теперь уравнение (6) к полярным координатам, полюс 
которых находится в точке (хх\ у х\ zx), т. е. положим vb уравнении (6)
X — lp, Y = m p , Z =  np> (11)
причем /, mf п будут, следовательно, нормированными угловыми коэфи- 
циентами луча, соединяющего полюс с точкой (X; Y; Z). Уравнение (6) 
примет вид:
Жр2 +  2 Л/р +  Я = = 0 , ( 1 2 )
где
' М =  alxl2 -J- я22яг2 -ф- ашп2 -ф- 2а2Втп  +  2а31/г/-ф- 2a l2lm,
N = K t =  mFy1 +  nK 1> (13)
■— 2F  (*v^ j у i? )•
Уравнение (12), как уравнение квадратное относительно р, показы­
вает, что каждый луч, определяемый направлением (I: т :  п), пересе­
кает поверхность вообще в двух точках (действительных или мнимых, 
различных или совпадающих). у
Обозначим корни уравнения (12) через р, и р2; это будут расстоя­
ния точек пересечения поверхности с рассматриваемым лучом от точки' 
Xx v Уv zi)> по свойству квадратного уравнения эти расстояния удо-
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влетворяют условиям:
I 2 N  , JR /1у|Ч
Pt +  P2 = ----J f  ’ P1P2 =  Т ^ -  (И )
Упражнения. 730. Найти координаты точек пересечения прямой, опреде­
ляемой уравнениями:
*  +  3 _ у  +  2 __ 2 +_1
Т ~  2 1
с поврхностью, заданной своим уравнением:
+  2у2 -|- З22 +  4уг — 6zx -f- 2х — 8у =  0.
731. Найти координаты точек пересечения прямой:
х  +  1 __у — 2 ___ 2; +  1
' 2
с поверхностью:
5*2 —|—j ;2 _|_ Sz2 +  6\уг — Ъ х  +  2лгу +  4х +  2у =  0.
4. Исследование полярного уравнения.
Займемся теперь исследованием полярного уравнения поверхности и 
дадим предварительное геометрическое истолкование случаев, когда те или 
иные из его коэфициентов обращаются в нуль. В дальнейшем мы 
особо и подробнее остановимся на тех из этих случаев, которые дают 
наиболее интересные геометрические свойства как самой поверхности, 
так и связанных с ней точек, прямых или плоскостей.
Если старший коэфицаешп М уравнения (12) обращается в нуль, 
то один из корней полярного уравнения ( 12) бесконечен; следовательно, 
прямая, угловые коэфициенты (/; т ;  п) которой удовлетворяет усло­
вию:
М =  0,
или, подробнее, условию:
апР  -f- аззп2 2a2Smn -j- 2я31/г/-j- 2а 121т =  0, (15)
встречает поверхность в бесконечно удаленной точке (другая же 
точка пересечения поверхности бчэтим лучом может быть на конечном- 
расстоянии). Обратно, чтобы прямая некоторого направления пересекала 
поверхность в бесконечно удаленной точке, необходимо, чтобы угло­
вое коэфициенты ее направления обращали в нуль старший коэфициент - 
полярного уравнения, т. е. чтобы они удовлетворяли условию (15).
Когда выбранная прямая, направления ( / :  т : п) проходящая через 
точку Mt (лгр y v z j  встречает поверхность в бесконечно удаленной 
точке, то всякая другая прямая, расположенная где угодно в про­
странстве, но параллельная первой, с ней будет пересекаться в одной 
бесконечно удаленной точке, принадлежащей первой прямой и лежащей 
на поверхности; таким образом все прямые, параллельные первой, будут 
также встречать поверхность в бесконечно удаленной точке, а потому 
положение точки Мх несущественно [ее координаты и не входят в усло­
вие (15)]; характерным для пересечения прямых с поверхностью
в бесконечно удаленной точке является направление этих прямых.
\ *
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Направления прямых, встречающих поверхность в той или иной 
бесконечно удаленной точке, назовем асимптотическими направлениями 
данной поверхности.
Если обращается в нуль средний коэфициент N  полярного уравне­
ния, то его корни удовлетворяют условию:
P i  +  Р 2  =
т. е. равнопротивоположны. Это означает, что на выбранной прямой 
точка оказывается серединою между точками пересечения прямой 
с поверхностью. Обратно, для того чтобы хорда пересечения прямой 
с поверхностью в точке М1(хр ур zх) делилась пополам, необходимо, 
чтобы
P i  Н “  Р а  =
а следовательно:
Этот случай дает целый ряд геометрических следствий, которые мы 
рассмотрим подробно позднее.
Если обращается в нуль свободный член R полярного уравнения, 
то один из его корней будет нулем, расстояние, скажем plf точки М1 
до одной из точек поверхности, лежащих на выбранной прямой, равно 
нулю, значит, точка М1 как раз и принадлежит поверхности. И на 
самом деле, условие
R =  О
обозначает, что
2F(xv у „  =  О,
т. е. что точка М\ принадлежит поверхности.
Разберем теперь случаи, когда два из коэфициентов полярного 
уравнения обращаются в нули; геометрическое истолкование этих слу­
чаев, очевидно, получится комбинированием по два случаев, разобран­
ных выше. Если N — 0 и R — 0, то корни уравнения равнопротивопо- 
ложйы и один из них обращается в нуль, а потому „ и другой равен 
нулю, следовательно, обе точки пересечения прямой с поверхностью 
совпадают с точкой Mv Выбранная прямая пересекает поверхность 
в двух совпадающих точках, т . ' е. касается поверхности. Обратно, 
если потребовать, чтобы прямая касалась поверхности в точке Mv то 
она должна пересекать поверхность в двух точках, совпадающих с Мг 
и уравнение ( 12) должно иметь два нулевых корня, следовательно, 
необходимо, чтобы:
N =  0, R =  0.
Если М =  0 u R  =  0, то выбранная прямая имеет асимптотическое) 
направление, а точка Mt лежит на поверхности; следовательно, прямая 
встречает поверхность в бесконечно удаленной точке (р1==оо) и 
в точке =  0).
Если М =  0 и ДА— 0, то полярное уравнение может быть (после 
разделения его на р2) написано в виде:
R
и оно имеет д е я  равных бесконечных корня; следовательно, прямая 
касается поверхности в бесконечно удаленной точке. Такое толкование 
согласуется с соображениями, высказанными выше по поводу случаев, 
когда тот или другой из этих коэфициентов в отдельности обращается 
в нуль. В самом деле, М =  0 означает, что прямая имеет одно из асим­
птотических направлений и встречает поверхность в бесконечно уда­
ленной точке; если далее 7 V = 0 , то точка М1 будет серединою хорды 
пересечения, а раз одна точка пересечения бесконечно удаленная, то 
и другая также должна быть бесконечно удаленной; но на прямой 
одна-бесконечно удаленная точка, поэтому мы должны считать, что 
в данном случае прямая встречает поверхность в двух совпавших 
бесконечно удаленных точках, короче, касается поверхности в беско­
нечно удаленной точке. Если считать, что точка М г дана, то условия 
М =  0 и Л /=  О будут двумя уравнениями для определения 1 :т :п ,  
причем одно из этих уравнений 2-й степени, другое линейное отно­
сительно угловых коэфициентов; следовательно, через каждую точку Мх 
вообще проходят две прямых (действительных или мнимых), касаю­
щихся поверхности в бесконечно удаленных точках, Прямые, касаю­
щиеся поверхности в бесконечно удаленной точке, называются ее 
асимптотами, их параметры, следовательно, удовлетворяют условиям:
М =  О, N =  0.
Наконец, может случиться, что для координат x v y v zx выбранной 
точки Мг и угловых коэфициентов (1:пг:п) направления луча, прове­
денного через точку Mv все три коэфициента полярного уравнения 
обращаются в нули:
М =  0, N =  0, / ? = 0, (16)
тогда уравнение ( 12) будет удовлетворяться при любом р, т. е. любые 
точки выбранной прямой принадлежат поверхности, следовательно, 
вся прямая целиком лежит на поверхности. Обратим внимание на то 
обстоятельство, что прямая'вообще определяется четырьмя существен- 
ными параметрами, здесь же, чтобы прямая целиком лежала на по­
верхности, она должна удовлетворять трем условиям (16). Отсюда 
следует, что на любой поверхности 2-го порядка существует бесчислен­
ное множество прямых [зависящих от одного произвольного параметра, 
так как три остальных определятся через один параметр из условий 
(16)], целиком принадлежащих нашей поверхности. Поверхности, на 
которых имеется бесчисленное множество прямых, называются линей­
чатыми поверхностями. Таким образом из сказанного следует, что 
всякая поверхность 2-го порядка есть поверхность линейчатая (в том 
числе, например, и шар), однако для некоторых типов поверхностей 
2-го порядка уравнения (16) могут не иметь действительных решений, 
и тогда прямые на поверхности (ее образующие) будут мнимые. Какие 
из поверхностей 2-го порядка имеют действительные прямолинейные 
образующие и какие имеют мнимые образующие, мы разберем позднее.
 ^ Сейчас мы остановимся более подробно на геометрическом и ана­
литическом исследовании некоторых из случаев, отмеченных выше.
. , *
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5. Асимптотические направления.
Уравнение (12) имеет бесконечный корень, если его старший 
коэфициент обращается в нуль:
М =  О,
или подробнее:
а п Г2 -J- а22т 2 -{- % 3я2 +  2а2Ьтп  -f- 2аып1 -f- 2а 121т =  0. (15)
Лучи, имеющие направление, которое определяется угловыми &оэфи- 
циентами (1 : т : п ), удовлетворяющими условию (15), выше названы 
нами асимптотическими лучами (или асимптотическими направлениями) 
для данной поверхности. Так как три угловых коэфициента /, т> п 
связаны лишь одним условием (15), то асимптотических лучей суще­
ствует бесчисленное множество; если мы будем проводить эти лучи 
через какую-нибудь точку, то получим поверхность, образованную 
прямыми, проходящими через одну точку, т. е. конус. Этот конус мы 
можем называть конусом асимптотических лучей (или направлений); его 
уравнение получим из условия (15), если с помощью формул (5) и 
( 11) сделаем обратную подстановку:
. X — х1 у —у1 z — zx
В частности, например, уравнение конуса асимптотических направлений 
с вершиною в начале координатах^ = У \  =  =  0) будет:
ап х<2~г а22У2 +  аъъг2 +  2а2зУг  Ч-  2#3izx +  2° 12ХУ =  0, (15')
т. е. левая часть его уравнения представляет просто совокупность 
старших членов уравнения данной поверхности.
Таким образом, приравнивая нулю совокупность старших членов 
уравнения поверхности, мы получим уравнение конуса асимптотиче­
ских направлений с вершиною в начале координат, т. е. конуса, обра­
зующие которого встречают поверхность в бесконечно удаленных 
точках.
Как мьь видели в первой части курса, однородная функция с тремя 
переменными распадается на два линейных множителя, если ее дискри­
минант обращается в нуль, и обратно! Итак, чтобы левая часть одно­
родного уравнения (15г) распадалась на два линейных множителя, т. е. 
чтобы конус асимптотических направлений распадался на пару плоско­
стей, необходимой достаточно, чтобы дискриминант этого уравнения 
(15') обращался в нуль:
* п *1 2 *1 3
*2 1 *2 2 *2 3
*3 1 *3 2 *3 3
:  у  *  •  —
но этот дискриминант уравнения (15') по Отношению к уравнению 
самой поверхности ( 1) является дискриминантом его старших коэфи- 
циентов. Следовательно, мы можем сказать: если конус асимптотиче­
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ских направлений поверхности распадается на пару плоскостей, то 
дискриминант старших коэфициентов уравнения поверхности обращается 
в нуль, и обратно, если 8 =  0, то конус асимптотических направлений 
распадается на пару плоскостей. Два конуса асимптотических напра­
влений с вершинами в разных точках пространства по самому опреде­
лению этих конусов содержат образующие соответственно одних и 
тех же направлений (асимптотических), т. е. образующие, соответ­
ственно параллельные; отсюда следует, очевидно, что если один из 
асимптотических конусов с вершиною в какой-либо точке пространства 
(например с вершиною в начале координат) распадается на пару пло­
скостей, то и всякий другой асимптотический конус (с вершиною^- 
в другой точке) для той же поверхности будет распадаться на пару 
плоскостей.
____ >
Посмотрим, в каком частном вйде представится уравнение поверх­
ности, если направления трех координатных осей принадлежат к числу 
асимптотических направлений поверхности.
Если ось х  имеет асимптотическое направление, то ее угловые 
коэфициенты:
1— 1, т  =  0 , п — 0
должны удовлетворять условию (15), следовательно,
ап =  °;
подобным же образом, если ось у  принадлежит к числу асимптотиче­
ских направлений, то:
•^22 ==
и если ось z, то:
Очевидно и обратно, если а п =  0, то уравнение (15) удовлетворяется, 
при
/ = 1,\ т  — 0, п =  0,
т. е. ось х  принадлежит к числу асимптотических направлений, и т . . д.
Итак, если общее уравнение поверхности 2-го порядка не содержит 
члена с квадратом какой-либо кордина|гы, то ось, соответствующая 
недостающей координате, будет принадлежать к числу асимптотических 
направлений.
Упражнения. 732. Написать уравнение конуса асимптотических направле­
ний с вершиною в точке (1; — 1; 2) для поверхности:
2х2 —у2 +  — §zx +  ХУ +  +  6у — 7 =  0
и установить, распадается ли он на пару плоскостей.
733. Написать уравнение конуса асимптотических направлений с верши­
ною в начале координат для поверхности:
х 2 +  Зу2 +  5^2 — 6yz +  Azx -j- 12ху — Ю х 8 у  I4z — lv7 =  0.
Будет ли этот конус распадаться на пару плоскостей?
734. Составить уравнение конуса асимптотических направлений с вер­
шиною в точке ( — 2; 1; — 3) для поверхности:
yz +  zx +  ху — 6х +  8у =  0.
735. Для поверхности, изображаемой уравнением:
— 4х2 +  12у2 -f- 7z2 +  8yz +  10zx +  2 ку +  2x -f- 4y =  0
найти асимптотические направления, лежащие в плоскости z — 0.
Указание. Для определения таких направлений можно найти пересечение 
конуса асимптотических направлений, имеющего вершину в начале координат, 
с плоскостью z =  0.
6. Центр плоского сечения.
Если обращается в нуль средний коэфициеит полярного уравнения,
именно:
/
или подробнее:
N = 0
IFx, +  mFVl-j- nF.4l — 0, (18)
то, как мы уже говорили, хорда направления ([ 1 :т :п ) в точке 
М 1(х1; у х; zx) делится пополам. Такому условию (18) должны удовле­
творять угловые коэфициенты 1 : т :п  хорд, чтобы последние в данной 
точке Мх делились пополам. Обозначим координаты какой-нибудь 
произвольной точки на такой хорде через х, у, г, тогда направление 
хорды будет определяться угловыми коэфициентами:
У —Уг
Р
Следовательно, если мы в условии (18) вместо/, т ,  «  подставим ука­
занные их значения и при этом освободимся от знаменателя р, то мы 
получим уравнение геометрического места таких хорд, делящихся 
в точке Мх пополам, в виде:
(х —  х х) FХх “ Ь (У — У д ^ у — z))F*i =  0*
Так как полученное уравнение 1-й степени относительно х, у, г, 
то оно изображает плоскость, и мы можем сказать, что все хорды 
поверхности, которые в данной т'очке Мх делятся пополам, л еж ат  
в некоторой плоскости (черт. 165), изображаемой уравнением (18'). 
Мы пока предполагаем, что уравнение (18') на самом деле существует, 
и координаты x v y v zx данной точки не обращают в нуль одновре­
менно все три его коэфициента FXl, Fyi, FZx.
Если в уравнение (18') ввести однородные координаты, то оно 
примет вид: *
(fiX —  Xif) FXl +  ihy — у if) Fyi Hr (tiZ — zxt) FZl =  0,
где уже FXl, F Vx, FZl будут линейными однородными функциями 
координат х х :у х : zt : tv  Прибавив к обеим частям предыдущего урав­
нения тождественное равенство
t ( x xFXi - \ ~ y i F Vi -{- zyFZl -(- i\F tl ) =  l2F(xu y u F), .
полученный результат можно написать в более симметричной форме, 
именно в виде:
x f i *  + у Г » ,  +  гРщ + t F h = 2 F ( X V y v zv (18")
T20
Таково будет уравнение той плоскости, в которой лежат все хорды 
поверхности, делящиеся в то^ке М х пополам* Какая-нибудь плоскость 
пересекает поверхность 2-го порядка по линии 2-го порядка, и хорды 
поверхности, лежащие в данной плоскости, 
будут хордами линии пересечения поверхности 
и плоскости; раз все хорды, лежащие в дан­
ной плоскости, в точке М х делятся попо­
лам, значит, точка Мх будет центром той 
линии 2-го порядка, которая получается 
в сечении поверхности рассматриваемой пло­
скостью.
Поэтому мы можем также сказать, что урав­
нение ( 1-8') или (18") изображает ту пло­
скость, для которой точка. М х является цен­
тром кривой сечения. Этим результатом мы 
можем воспользоваться и для решения обрат­
ной задачи: дана какая-либо плоскость своим уравнением:
t
Ах —{— By —|— Cz —|— L)t =  0 ,
Черт. 165.
найти центр кривой пересечения этой плоскости с данной поверх­
ностью 2-го порядка.
Обозначим через x l :y l :z l : t l координаты искомого центра сечения; 
в таком случае уравнение плоскости, имеющей центр сечения в точке 
Мх (хх :у х: zx : tx), на основании предыдущего рассуждения будет вида 
(18"), и оно должно быть тождественно с данным уравнением, поэтому 
их коэфициенты пропорциональны:
здесь три уравнения, вообще говоря, достаточные для определения 
трех неизвестных координат x v y v zv Но при этом вместо того урав­
нения, которое получается сравнением одного из предыдущих отно­
шений с последним, уравнения несколько сложного, мы можем взять 
более простое уравнение, выразив, что точка Мх лежит в заданной 
плоскости и, стало быть:
Ахх —{— Вух —|— Czx —j— Dtx =  0.
f
Итак, центр сечения поверхности заданною плоскостью определится 
из уравнений:
F  F  F  
А В С *
Ахх —|— By х —|— Czx *-j— Dtx 2=
Эти уравнения легко разрешить относительно х х :у х: zx: tv так как 
они линейны по отношению.к указанным неизвестным.
• ч , .  •
Упражнения. 736. Для поверхности
4*2 +  24/2 +  20*» — Зуг +  64у +  48г =  0
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составить уравнение плоскости, в которой точка (0; — 1; — 2) будет центром 
сечения.
737. Для поверхности:
5лг2 -f - 7у2 — 3z'2 -f- 4yz +  6zx — 2xy -f-1 Олт +  by 4z =  0
составить уравнение плоскости, в которой точка (2; 3; — 1) будет центром
сечения.
738. Дана плоскость своим уравнением:
Зх +  by—  4z +  11 =  0.
Найти центр линии ее пересечения с поверхностью:
х- +  2у 2 — 22 +  4yz — §zx -|- 2ху +  22* — 2у  -]- I4z =  0.
739. Дана плоскость своим уравнением:
лг—у  -\-3z — 0.
Найти центр линии ее пересечения с поверхностью:
Зх2 +  5у2 +  <г2 +  3yz +  2zx -(- 4ху +  10* +  18у +  34z =  0.
«ч
7. Касательная плоскость.
Если луч направления I : т :  п, проходящий через точку (хх\у{> z\), 
касается поверхности^ то должны выполняться условия:
N =  0, .  R =  0;
последнее из них выражает требование, чтобы точка Мх принадлежала 
поверхности, и оно будет выполнено, как только мы возьмем точку М{ 
заведомо на поверхности. Таким образом угловые коэфициенты 
i :m :n  луча, проходящего через некоторую точку М1 поверхности и 
касающегося последней, должны удовлетворять одному условию 
УУ= 0  или:
IFXl -|- mFух -j- nFZl =  0. (20)
Если мы обозначим через дг, у , 2 координаты какой-нибудь точки 
касательного луча, отличной от Ж , то
У — У1
и, произведя эту замену в соотношении (20), мы получим, следовательно, 
уравнение геометрического места лучей, проходящих через точку Мх 
и касательных к поверхности в виде:
(х  — лд  FXl +  (у — у  j) F Vl - f  (z — z{) FZl =  0. (20')
Это уравнение 1-й степени, оно, следовательно, изображает 
плоскость. Уравнение (20) существует, если все три коэфициента 
Fy 1, FZx не обращаются в нуль для координат x v y v zx то^и  
Mv лежащей притом на самой поверхности; если эти условия выпол­
няются, то такая точка поверхности называется обыкновенной. Если 
же координаты y v zx точки удовлетворяют одновременно 
четырем условиям:
FXf =  0, FVl =  0, Fz, =  0, 2 F (x v y v ^ )  =  0,
то такая точка, если она существует на данной поверхности, назы­
вается двойной точкою поверхности. Соотношение (20) в этом случае 
выполняется для всяких значений /, т , п угловых коэфициентов луча, 
т. е. всякий луч (любого направления), проходящий через эту особую 
точку поверхности, пересекает поверхность в двух совпавших точках 
(отсюда и название „двойная" точка). Вышенаписанные условия для 
двойной точки представляют собой четыре уравнения между тремя 
координатами x v y v zv а потому они могут быть выполнены не для 
всякой поверхности. Между прочим, вершина конуса, очевидно, играет 
роль такой двойной точки; равным образом, если поверхность распа­
дается на пару плоскостей, то прямая пересечения этих плоскостей 
будет геометрическим местом таких двойных точек; наконец, если 
поверхность представляет собою пару совпадающих плоскостей,- то 
каждая ее точка будет двойной точкой. Позднее мы покажем, что 
за исключением этих трех случаев поверхность 2-го порядка не имеет 
вовсе двойных точек.
Возвращаясь к геометрическому истолкованию уравнения (20'), мы 
можем сказать, что все прямые, проходят,ие через какую-нибудь 
обыкновенную точку поверхности и касающиеся последней, леж ат  
в некоторой плоскости, определяемой уравнением (20'). Эта плоскость, 
содержащая все касательные прямые к поверхности в точке М19 назы­
вается касательною плоскостью поверхности для заданной точки М\ . 
За исключением трех указанных выше случаев вырождения поверх­
ности 2-го порядка, во всех остальных случаях она в каждой своей 
точке будет иметь единственную определенную касательную плоскость.
Из уравнения (20') видно, что перпендикуляр 1с касательной пло­
тскости через точку Мх имеет направляющие косинусы, пропорциональ­
ные величинам: »
\
: Fyt 'F z \
этот перпендикуляр к касательной плоскости, проведенный через 
точку Mv называется нормалью поверхности в точке Mv
Уравнению (20') можно дать другой вид; на основании тождества 
Эйлера для однородных функций имеем:
+ у > Fy, +  ZiFZl-f- t1Ftl =  2F  (хъ y u zu /,),
*
но так как точка (лгх; у х\ zx) принадлежит поверхности и
2 F (x v y v zv *i) — °> 
то
x iFXi ~\~У\Рух 4~ hFtx — 0»
это последнее равенство прибавим почленно к уравнению (20'), пре­
образованному к однородным координатам:
(fix  — x,t) FCj?i - f  (tiy — yxt)Fyi +  (tiz —  Zxt) F Zx =  0 ;  
тогда получим:
xFxy 4~yFyL *4-z F Zx +  h F tl =  0 
или t1 =  l)  в более симметричном виде:
xFxy -\~yFУх -\~zFSx 4~ tFtl =  0. (20")
123
Таково будет уравнение касательной плоскости в точке
C*Y, У v i^)>
принадлежащей заданной поверхности второго, порядка.
Упражнения. 740. Составить уравнение касательной плоскости к поверхности:
4х2 +  24у2 +  20z2 — 3yz +  64у  +  48* — 146 =  0
в ее точке (1; — 1; 2).
741. Составить уравнение касательной плоскости к поверхности:
5л:2 +  7у2 — 3z2 -f- 4yz +  6zx — 2 ху  +  Юлг +  8у +  4z — 43 =  0
в ее точке (2; — 1; 0).
742. Составить уравнения касательных плоскостей к поверхности:
Зл:2 +  2'у2 +  z2 +  4yz +  2 ху  — Зх — 2у +  14* — 6 =  0
в ее точках пересечения с осью Ох.
8. Тангенциальное уравнение поверхности.
Пусть нам дана некоторая плоскость своим уравнением:
u x -\-v y -\-wz~\-pt — 0. (21)
Найдем, при каком условии она будет касаться данной поверхности 
2-го порядка.
Предположим, что данная плоскость касается поверхности в точке 
x l :y l :z t : tv тогда уравнение плоскости может быть написано в виде:
x F a?i ~\~yFух -f- zFZl -)- t F =  0,
и последнее должно быть тождественно с уравнением (21), следовательно:
F®i F.У\ F«1 F.ti
и v w р 
Обозначим каждое из этих отношений через 5, тогда
(22)
^11*^1 а 12Ух “ Г  «18^1 а н^1 - s u  = =  0 ,
* 2 1 * 1  +  V l  +  «2 8 *1  +  - - s v - =  0 ,
а Ъ\Х\ Ч -  а 32У1 Ч т  ^83^1 Ч ~ а Ы^Х ~ sw  = =  0 ,
а 41Х 1 4 “  а 42^1 ~ \ ~ a ibZl ~ T  a u h  —- s p  = - 0 .
(22')
Если мы сюда присоединим условие, что точка касания {x i :ул : zl : t l)
лежит в заданной плоскости (21):/
uxl J r vy1-\-wzi -{~ptx — 0, (23)
/
то исключение из пяти однородных уравнений (22) и (23) переменных 
x i :У 1 : z i : '?i • —  ^приводит к равенству нулю определителя этой системы:
a n a i2 a i3 au U
a21 ' й22 a 23 a24 V
a3i a 32 au w
a41 a42 Ч з p
U V w P 0
0. (24)
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Таково будет условие, при котором плоскость u : v : w : p  касается 
заданной поверхности. Отношения и : v : w  :р коэфициентов уравнения 
(21) плоскости, когда они заданы, вполне определяют плоскость; 
поэтому величины и, v, w, р могут быть названы однородными коор­
динатами плоскости или плоскостными координатами. Следовательно, 
уравнение (24) будет для заданной поверхности 2-го порядка уравне­
нием поверхности в плоскостных координатах u\4)\w\p.  Так как 
в этом случае элементами, образующими поверхности, являются каса­
тельные плоскости (огибающие поверхность), то уравнение (24) назы­
вается тангенциальным уравнением поверхности, а самые координаты 
v, w, р отсюда получили название тангенцальных координат 
плоскости.
Уравнение (24) относительно тангенциальных координат u : v : w : p  
'2 -й степени, поэтому соответствующая поверхность, им изображаемая, 
называется поверхностью 2-го класса.
Рассмотрим пучок плоскостей, проходящих через две заданные 
точки AL и М0:1 , ш
их.
их<
т
%
+ pt 1 
+  Р*2
О,
о
или, что то же самое, пучок плоскостей проходящих через прямую 
М ХМ^ если мы будем решать эти два линейные уравнения совместно 
с уравнением 2-Й степени (24), то мы найдем в пучке две плоскости, 
касающиеся поверхности.
Подобно тому как поверхность называется поверхностью 2-го по­
рядка, когда на любой прямой имеются две точки, принадлежащие 
поверхности, так.и здесь поверхность будет поверхностью 2-го класса, 
если через всякую прямую проходят две плоскости, касающиеся по­
верхности. Указанное выше рассуждение показало нам, что поверхность 
2 -го порядка является вместе с тем поверхностью 2-го класса.
Окаймленный определитель (24) легко развертывается следующим 
образом1 (изменяя знак левой части уравнения):
аЧи* а 44/?2 -\- 2a2Svw -)- 2aB1wu -{- 2al2uv -\- 2аиир -j-
-|- 2a^vp  2au wp =  О, (24')
1 В самом деле, развернем определитель D левой части уравнения (24) по 
элементам последнего столбца; мы получим:
D =  и
+  w
#21 #22 #23 #24 #11 #12 #13 #14
#31 #32 #33 #34
\
л* Д #31 #32 #33 #34
#41 #42. #43 #44
—  V
#41 #42 #43 #44
и V ' W Р ■ и Vч W ' Р
#11 #12 #13 #14 #11 #12 #13 #14
#21 #22 #23 #24 #21 #22 #*23 #24
#41 #42 #43 #44 —р #31 #32 #33 #34
и V W Р - и V W Р
+
затем, развертывая каждый из полученных определителей 4-го порядка по эле­
ментам последней его строки, мы получим однородный многочлен 2-й степени
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где через aik обозначена адъюнкта определителя Д, соответствующая 
элементу aiki или алгебраическое дополнение элемента aik. Будем обо­
значать левую часть тангенциального уравнения через
2Ф {и, V, w, р) =  0, (24")
а через Фи, Ф.и5 Ф^, Ф^ —  половины производных этой левой части по 
соответствующим аргументам и, v , w, р. Легко в таком случае опре- 
~делить координаты точки прикосновения данной плоскости (21); в самом 
деле, умножим уравнения (22')  соответственно на а 11, а21, я31, а41 
и сложим их почленно, тогда:
/
=  s (ап и -]- а21 и an w -)- аир)
или короче:
аналогичным образом получим:
=  s®w
Д — ^ Фр)
откуда координаты точки касания заданной 
лятся отношениями:
=  =  =  А .
Фад Ф« Ф#
плоскости (21) опреде-
(25)
Последние соотношения взаимны соотношениям (22), определяю­
щим координаты и : v : w : р плоскости, касательной к поверхности 
по координатам точки прикосновения.
Если нам дано тангенциальное уравнение поверхности (24х), то по 
нему легко составить уравнение поверхности в точечных коорди­
натах. В самом деле, еслА мы из уравнений (23) и (25) исключим 
и : v : w : /?, то получим уравнение поверхности в точечных коорди-
относительно переменных и, v, w, р, коэфициентами которого будут, очевидно, 
миноры определителя Д, взятые с надлежащими знаками. Сообразим эти 
знаки для каждого из миноров Mik; когда мы р а зд а е м  определитель D  по 
элементам последнего столбца, то при элементе номера i минор (т. е. один 
из определителей 4-го порядка, написанных выше) должен быть взят с мно­
жителем ( — I)*4-5, когда же этот последний минор разлагается по элементам 
своей последней строки, то из него минор берется с множителем ( — 1)*+4. 
Итак минор' Mik войдет коэфициентом соответствующего члена указанного 
многочлена с множителем ( — 1)г+&+9 — ( — j)i+A+i — — ( — ])й-&; на основании 
соотношения a ik == ( — l)i+JcMik коэфициентами многочлена, полученного раз­
ложением D, будут — срьу при этом, так как а Ы ~ ам, то члены с парными 
произведениями координат и, v, w, р будут повторяться по два раза с одина­
ковыми коэфициентами, следовательно:
ЕГ= — апа2— a22v2— a^w2— аир2— 2a2*vw— 2 — 2at2uv — 2 a14up —
— 2 a24vp—2 a№wp.
Этот результат легко проверить, развертывая подробно указанные выше 
определители четвертого порядка по элементам их последней строки.
натах, именно:
а>У оп а 13 а *4 X
а21 а22 а2* я24 У
а 31 а** а33 аи Z
а41 а43 а44 t
X У -г t 0
таким образом точечное уравнение^ поверхности по ее тангенциальному 
уравнению составляется тем же способом, как тангенциальное уравне­
ние по точечному.
Упражнения. 743. Плоскость:
2х +  Зу +  5 =  О
касается поверхности:
х2 +  2yz +  4у +  6z +  8 =  0.
Найти координаты ее точки прикосновения.
744. Плоскость:
Зх 4" У — 9 z — 28 =  0
касается поверхности:
х 2 +  2у2 +  4yz -(- 6zx +  2у — 4z 4- 23 =  0.
X
Найти координаты ее точки прикосновения.
745. Составить тангенциальное уравнение поверхности, заданной своим 
уравнением в декартовых координатах:
х2 +  2yz +  4у +  6* , +  8 =  0.
746. Для поверхности, заданной своим уравнением в тангенциальных коор­
динатах:
и2 -(- 2v2 +  4vw -f- 6wa -j- 2vp — 4wp -f- 23p2 =  0, 
составить уравнение в точечных координатах.
9. Описанный конус.
Если луч, проходящий через точку М х (хх; у х\ z±) и имеющий на­
правление / : т  : п, встречает поверхность в двух совпавших -точках 
(касается), то корни полярного уравнения:
ЛГр2+  2Л/р +  /? =  0 ( 12)
должны быть равными,' что случится при условии;
N2— /HR =  0. (26)
Обратно, при выполнении этого условия лучи направления I : т :  п9 
проходящие через точку Mv встречают поверхность в двух совпавших* 
точках, т. е. касаются данной поверхности. Эти прямые, проходящие 
через заданную точку и касающиеся поверхности, образуют, очевидно, 
конус, который может быть назван конусом, описанным около данной 
поверхности из заданной точки M v Составим уравнение этого конуса 
по отношению к'первоначальной системе координат с помощью об*
1 2 7
ратной подстановки:
, X  Xi У—Уу Z — Z\I — ------ -, т  — -— — , п = ------- ,
Р Р Р
для чего мы уравнение (26) умножим на р2; при этом нам придется 
преобразовать два из нижеследующих выражений:
рт  =  ахх (х —  х х)*-\г а22(у +  ат  (г — - f
— 2а .28 {у — у д  О  — г,) +  2ат  (z — zx)(x  — х х) - f
-\-2a12(x —  x i ) ( y — y 1),
PN  =  (x — x x) F Xl- \- {y — y x) +  Fb.
Примем для краткости
P  =  xFXl + y F Vl +  zFZl +  tFtl =  anx x 1 - f  +  +  +
+ « 2 3  O i -j-yxz) +  a3 x (zxx +  zxx) 4  a 12 +  x }y) - f
+  a u  0 4  +  x xt) +  a24 (ytx 4  -yxt)4 - au  +  zxt), (27)
считая при этом t =  t1 — 1; это выражение называется полярною фор­
мою по отношению к лёвой части уравнения поверхности, оно сим­
метрично и может быть также написано в виде:
Р — "xxF х -{~ Z\F zJ T i р
Развертывая выражение р2Ж, получим:
2F (x , у , z )- \-2 F (x v y v z1) — 2a14x  — 2a24y — 2a34z 
2al4x x —  2 а24у х — 2 a34zx — a44 — 2 anx x x — 2 a22yyx — 
2 a 23 (yzi + у А  2o81 (zxx4 - zxx) —  2 a 13 (xyx 4  x x
2a33zzx
или короче
' . p2M =  2F~\~ 2FX —  2P;
подобным образом
p N = P  — 2Fv
4
Умножая условие (26) на p2 и заменяя р2Ж и pJV полученными для 
них выражениями, будем иметь:
(Р — 2F xf  — 2F x (2F  - f  2F1 — 2P) =  0
или цо раскрытии скобок и приведении: ^
Р 2 — 2FX • 2 Р = 0 .  (28)
Таково уравнение конуса, образованного лучами, касательными к на­
шей поверхности *и проходящими через точку Мх (.х х; y t; zx).
Уравнение (28) конуса, описанного около данной поверхности, 
можно получить и более симметричным способом. Какая-нибудь точка 
на прямой, соединяющей точки М х (хх; у х> zx) и Ж (х\ у\ z), будет 
иметь координаты
*1 +  Ух +  Х у  г% - f -  \z .  / 9 Q 4
1  +  Х  *  1 + Х  ’  1 + Х  ’  ^ }
выразим, что эта точка лежит* на данной поверхности 2-го порядка, 
т. е. напишем, что координаты (29) удовлетворяют уравнению поверх-
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ности (1):
a n (Xi~\~ ^Х)2 +  %2 (^l +  \У)2 +  аш (г 1 +  ^ ) 2 ~Ь
- \у) (z i +  z^) Ч~ 2^81 (zi +  te) (хх + • lx )  -j-
-  lx ) (yx +  \y) +  2^14 (xx +  lx )  ( l 4 - ^ ) 4 -
- Ху) (1 +  ^ ) +  2я34 ( z x +  t e )  (1 +  + a u  (* +  ^ )2 0. (30)
Развертывая это уравнение по степеням I , мы получим уравнение:
2 F (x v y v z^ 2 1 Р - \ - l 22F (х у у , z) =  О, (301)
* /
где Р  имеет значение, указанное формулой (27).
Уравнение (30'), будучи квадратным относительно I , дает два зна­
чения для X, каждое из которых определяет точку пересечения с по­
верхностью прямой, проходящей через точки Мх и М. Если квадратное 
уравнение (3.0') имеет равные корни, т. е. если
Р2 _  2F t • 2F =  0, (28)
то точки пересечения прямой МХМ с нашей поверхностью совпадают. 
Таким образом соотношение (28) есть уравнение геометрического места 
таких точек М (х; у; z), для которых прямые М ХМ  являются касатель­
ными к нашей поверхности; следовательно, уравнение (28) есть урав­
нение конуса с вершиною в точке Мх (хх; у х; zx), описанного около 
данной поверхности 2-го порядка.
Если мы будем искать пересечение этого конуса с данною поверх­
ностью, т. е. искать геометрическое место точек его прикосновения 
с поверхностью, то мы должны совместно решать уравнение (28) 
и уравнение поверхности
2 F  =  0;
внеся это последнее условие в уравнение (28), найдем:
Р2 =  0;
это и показывает, что точки им общие будут двойными точками 
(точками касания). Итак, точки касания с поверхностью лучей, про­
веденных через точку Mi (xv y v z J ,  удовлетворяют условию:
это уравнение 1-й степени, поэтому оно изображает плоскость; она 
называется полярною плоскостью точки Мх (xt) у х\ zx) относительно 
данной поверхности.
Следовательно, точки прикосновения с поверхностью лучей, выхо­
дящих из точки Ml (x l; ух; z x), лежат $ полярной/'плоскости, уравне­
ние которой будет вида (31). Замечательно что эта плоскость дейст­
вительна во всех случаях, хотя бы через точку (л^; ул; z x) и нельзя 
было провести лучей, касающихся данной поверхности в действитель­
ных точках, как то будет, например, для всех внутренних точек шара. 
Более подробно геометрические свойства этой плоскости будут нами 
разобраны в одной из ближайших глав.
Вернемся к общему уравнению (28) конуса, имеющего вершину 
в точке (хх, у х\ zx) и описанного около данной поверхности 2-го по­
рядка; в этом уравнении мы должны принять t  =  t 1 = ^  1.
i .
. V
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Пусть теперь вершина конуса лежит на прямой с угловыми коэ- 
фициентами /, т ,  п, проходящей через начало координат; обозначая 
через d  расстояние от начала координат до вершины конуса, мы мо­
жем положить:
х х =  Id, у х =  md, zx =  rid,
и тогда уравнение конуса будет:
[d (IFх +  mFy +  nFz) +  F t]2 — 2F • [d m  +  2d (au l + a2im +
+  a3in) +  a44] - 0,
где M представляет собою выражение, указываемое первою из формул 
(13). Разделим обе части полученного уравнения конуса на d?\ в таком 
случае уравнение примет вид:
Представим себе теперь, что вершина конуса по прямой направления 
/ : т  : п неограниченно удаляется. В пределе (при d =  оо ) предыдущее 
уравнение обратится в уравнение:
(IFX +  mFy +  n F ^  — 2 F (a 1 / 2 -j- a22m2 +  a88re2 +
-  - 2a2Smn -j- 2й81и/  -(- 2anlm) =  0. (32)
Последнее будет изображать описанный около данной поверхности 
конус с вершиною в бесконечно удаленной точке, ^находящейся на 
прямой направления / : т  : п. Так как все образующие такого конуса 
(касательные к нашей поверхности) проходят через его вершину — 
бесконечно удаленную точку, то они все будут параллельны между 
собой и будут иметь направление I : т  : п, т. е. описанный конус об­
ращается в описанный цилиндр. Итак, уравнение (32) изображает 
описанный около данной поверхности цилиндр, образующие которого 
имеют направление, заданное угловыми коэфициентами I : т  : п; 
так как уравнение (32) однородно, относительно /, т ,  п, то эти угло­
вые коэфициенты могут быть в нем и ненормированными.
Упражнения. 747. Составить уравнение конуса с вершиною в точке ( — 1; 
2; — 3), описанного около поверхности:
х2 +  2у2 +  3z2 — 4yz — Sx — 0.
748. Составить уравнение конуса с вершиною в точке (2; — 1; 1), описан­
ного около поверхности:
Зх2 +  5у2 +  lz2 -f- 8yz +  4zx— 12xy — 4x +  2y *= 0.
749. Составить уравнение плоскости, содержащей точки прикосновения 
конуса с вершиною в точке ( — 2; — 1; 3), описанного около поверхности:
x2-\-y2 — 3z2-f 4zx — блгу +  2у -j- Sz =  0.
* v j  *.
750. Составить уравнение плоскости, содержащей точки прикосновения 
конуса с вершиною в точке (3; — 2; — 1), описанного около поверхности:
х2 -\- 2yz -)- 4zx — вху + 1 0 *  +  12у— I4z -|- 13 =  0.
130
751. Составить уравнение цилиндра с образующими направления (1 : 2: — 1), 
описанного около поверхности:
х 2 -f- 2у2 +  4yz 4 : Szx -j-2x — 10у =  0.
752. Составить уравнение цилиндра с образующими, параллельными оси Ог, 
описанного около поверхности:
Зх2 +  5у2 +  4z2 — 8yz — f  zx  +  Юху +  12лг — 14y - f  6-г +  17 =  0.
ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ.
К § 1.
\
1. Сколько членов имеет левая часть общего уравнения поверхности 2-го 
порядка в декартовых координатах?
2. Как пишется общее уравнение поверхности 2-го порядка относитель­
но декартовой системы координат?
3. Как напишется тождество Эйлера для многочлена, представляющего собой 
левую часть общего уравнения поверхности 2-го порядка (в однородных де­
картовых координатах)?
4. Каким числом точек может быть определена поверхность 2-го порядка?
К § 2.
5. Как напишется уравнение поверхности 2-го порядка после преобразо­
вания координат, состоящего из „переноса начала"?
6. Что называется дискриминантом из всех коэфициентов уравнения поверх­
ности 2-го порядка?
7. Каковы будут инварианты уравнения поверхности 2-го порядка относи­
тельно преобразования координат, состоящего из „переноса начала"?
К § 3.
8. Как получается из общего уравнения поверхности 2-го порядка в де­
картовых координатах ее полярное уравнение и каковы будут коэфициенты 
последнего?
К § 4.
9. Какие направления для поверхности называются асимптотическими 
и каким условием связаны угловые коэфициенты такого направления?
10. Какое геометрическое значение имеет обращение в нуль среднего 
коэфициента полярного уравнения поверхности?
И. Какое геометрическое истолкование связывается с обращением в нуль 
той или другой пары коэфициентов полярного уравнения поверхности?
12. В каком смысле поверхности 2-го порядка могут быть названы линей­
чатыми поверхностями?
К § 5.
13. Что называется конусом» асимптотических направлений поверхности
2-го порядка? у
14. Как получить^уравнение конуса асимптотических направлений поверх­
ности с вершиною в начале координат?
15. При каком условии, связывающем коэфициенты уравнения поверхности, 
ее конус асимптотических направлений распадается на пару плоскостей?
16. Какие особенности имеет уравнение поверхности 2-го порядка в де­
картовых координатах, если та или другая из осей координат имеет асимпто­
тическое направление для данной поверхности?
I •
к §6. .
17. Как пишется уравнение геометрического места всех хорд поверхности 
2-го порядка, делящихся в данной точке пополам? Что собой представляет 
это геометрическое место?
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18. Какими уравнениями определяется центр сечения поверхности 2-го по­
рядка заданной плоскостью?
К § 7.
19. Что называется касательного плоскостью поверхности в данной ее 
точке и каким уравнением изображается эта плоскость?
К § 8.
20. Как пишется условие прикосновения плоскости к поверхности 2-го по­
рядка?
21. В каком смысле указанное условие называется тангенциальным урав­
нением поверхности?
22. Что называется классом поверхности?
23. Какого класса будет поверхность 2-го порядка?
К § 9.
24. Как пишется уравнение конуса с вершиною в данной точке, описан­
ного около поверхности 2-го порядка, заданной своим уравнением в декарто­
вых координатах?
25. Как пишется уравнение плоскости прикосновения поверхности с опи­
санным около нее конусом, имеющим вершину в данной точке?
26. Как пишется уравнение цилиндра с образующими данного направле­
ния, описанного около поверхности 2-го порядка?
Упражнения. 753. Составить уравнение поверхности 2-го порядка, прохо­
дящей через девять точек, заданных своими координатами у{, ^ ), где 
i = l ,  2, 3, 4, 5/ 6, 7, 8, 9.
754. Составить условие, при котором десять заданных своими координа­
тами точек лежат на одной поверхности 2-го порядка.
755. Дано уравнение поверхности 2-го порядка:
хг +  2у2 — 3z2 +  4yz — 6zx +  2ху -f- 4х — 4у - f  Sz — 3 =  0;
начало координат с сохранением направления осей переносится в такую 
точку, что в преобразованном к новой системе координат уравнении поверх­
ности пропадают члены с первыми степенями координат х, у м  свободный 
член. Найти преобразованное уравнение поверхности.
756. Найти точки пересечения поверхносги:
yz -f- zx  -f- ху  — ax  — ay -f- az +  a2 =  0 
с каждою из координатных осей.
757. Касательная плоскость к конусу (или цилиндру) будет одна и та же
вдоль ее образующей. /
758. Может ли касательная плоскость поверхности 2-го порядка в ка$сой- 
либо ее точке быть неопределенной?
759. Найти условие, при котором прямая
игх  +  у  +  w±z +  pxt =  О, 
и2х  +  v2y  +  w2z - f  Р 4 =  О
касается поверхности 2-го порядка, заданной своим общим уравнением.
760. Составить тангенциальные уравнения поверхностей;
*2 у2 г2 ч
1} T + ' s  1 =  0*
2) * 2 +  Jf.А ^  В
С
2z =  0.
761. Составить уравнение цилиндра, описанного около поверхности 2-го 
порядка, заданной своим каноническим уравнением, если образующие цилиндра 
имеют направление с угловыми коэфициентами / : т  : п.
Г л а в а  XVII.
Диаметральные плоскости, диаметры и центр поверх­
ностей 2-го порядка.
Содержанием этой главы является изучение симметрии поверхностей 
2-го порядка.
Под симметрией в обычном и притом общем смысле слова разумеют пра­
вильное чередование одинаковых частей в каком-либо^целом. Геометрическая 
симметрия или симметрия фигуры (плоской или пространственной) является 
понятием 'сложным и трудно поддающимся точному и исчерпывающему опре­
делению. Наиболее простым случаем пространственной симметрии является 
симметрия пространственной фигуры относительно плоскости; если каждой 
точке фигуры соответствует другая точка той же фигуры так, что отрезок, 
соединяющий эти две точки, перпендикулярен к данной плоскости и делится 
ею пополам, то говорят, что фигура обладает плоскостью ортогональной сим­
метрии (или главною плоскостью симметрии); если же каждые.две соответ­
ственные точки фигуры лежат на параллельных прямых, одинаково наклонен­
ных к некоторой плоскости и на одинаковых от нее расстояниях, то говорят, 
что фигура обладает плоскостью косой симметрии. Центром симметрии пло­
ской фигуры называют такую точку плоскости, в которой делится пополам 
каждая хорда, соединяющая две соответственные точки фигуры; центром сим­
метрии пространственной фигуры называют точку, в'которой делятся пополам 
все хорды, каждая из которых соединяет две соответственные точки фигуры.
С помощью плоскостей симметрии или с помощью центров симметрии 
плоских параллельных сечений фигуры можно получить понятие об оси сим­
метрии пространственной фигуры.
При исследовании поверхностей 2-го порядка мы получаем простейшие 
примеры плоскостей, осей и центра симметрии, которые называются диаме­
тральными плоскостями, диаметрами и центром поверхности; в этом случае 
построение диаметральных плоскостей, диаметра и центра поверхности и их 
свойства связываются с делением хорд поверхности на равные части, иначе 
говоря, указанные свойства поверхности выводятся в этом случае как ее 
метрические свойства, т. е. свойства, связанные с измерением отрезков/
Те же самые свойства поверхности 2-го порядка, те же понятия о ее диа­
метральных плоскостях, диаметрах и центре можно получить^ опираясь на 
полярные свойства поверхности, т. е. в сущности говоря, опираясь на ее гар­
монические (проективные свойства).
1. Диаметральные плоскости.
\
Возьмем условие:
Л Г = 0 , (1)
■ V.
/которое мы уже рассматривали и которое показывает, что точка Мх 
с координатами x v y v z x является серединою хорды поверхности,
133
хорды, имеющей направление, определяемое угловыми коэфициентами 
I : т  : п. Эго условие подробнее пишется в виде:
lFXl +  mFyx +  nFZl =  0 (10
и связывает угловые коэфициенты I : т  : п хорды и координаты 
x v y lt z v точки Mv ее середины.
Будем считать, что нам дается направление хорд / : т  : п\ тогда 
соотношение (1') будет уравнением геометрического места точек М 
являющихся серединами хорд заданного направления.
Опустив индексы координат, уравнение это напишем в виде:
IFX - f  mFу - f  nFг =  0; (2)
оно.-первой степени и изображает плоскость. Итак, геометрическое 
место середин хорд поверхности, имеющих заданное направление 
I : т  : п, есть плоскость, изображаемая уравнением (2). Эта плоскость 
называется диаметральною плоскостью поверхности, сопряженной 
хордам направления /  : т  : п\ диаметральная плоскость поверхности 
2 -го порядка будет, очевидно, плоскостью косой симметрии поверх­
ности.
Уравнение (2) диаметральной плоскости, сопряженной хордам 
направления I : т  : п, в развернутом виде напишется так:
I (апх  +  апу  +  a 18z-f-  а и ) +  т  (a2lx  +  а22у  +  +  а24) - f  я (ашх  +
+  Ч ч У  +  а ь г г +  а ъ д  = 0  ( 2 0
или после перегруппировки членов:
( а и /  +  а 12/я  +  а 13я ) л :  +  ( а 21/ 4 - а 22т - } - я 28п ) у  +
+  ( « в /  +  ай2т  +  a3Sn) z -)- (а4/  +  ai2m +  ai3n) =  0 . (2")
В частности каждое из уравнений:
■ ^ *  =  °> F y =  °> Fz =  °
получится из уравнения (2) диаметральной плоскости при специальном 
выборе значений 1 : т : п  угловых коэфициентов тех хорд, которые 
диаметральною плоскостью делятся пополам.
Так, при 1 = 1 ,  т  =  0, п =  0 уравнение (2) принимает вид:
F  =  0-1 X
Л следовательно, это Уравнение изображает диаметральную плоскость, 
сопряженную хордам, параллельным оси лг-ов; равным образом (при 
1 =  0, т =  1, п-= 0) уравнение:
Fy =  0
будет изображать диаметральную плоскость, сопряженную направлению 
Оси у ’,: наконец, уравнение:
? . =  0
, ' *
изображает диаметральную плоскость, сопряженную оси г. Каковы бы 
ни были / :  т  : п, уравнение (2) во всяком случае удовлетворяется, 
если:
Fx =  0, Fy =  0, Fz =  0. (3)
I • •
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Точка, координаты которой одновременно удовлетворяют этим трем 
условиям, называется центром поверхности. Итак, центром поверхности 
называется точка, через которую проходят все диаметральные 
плоскости.
Так как условие (1) или (2) обозначает, что хорда направления 
7 : т  : п делится в точке (х\ у; z) пополам, а для центра, определяе­
мого уравнениями (3), это условие (2) выполнено при любых / : т  : п> 
то центр является такой точкой, в которой все хорды поверхности 
делятся пополам. Уравнения (3)* определяющие центр, мы подробно 
исследуем в дальнейшем.
Упражнения. 762. Для поверхности, определяемой уравнением:
Зх2 — Ъу2 +  6z2 — 8yz -f- Ylzx — \3xy +  10x -f- 4y +  6z =  0,
составить уравнение диаметральной плоскости, сопряженной направлению 
с угловыми коэфициентами 2 :1 :3 .
763. Для поверхности, заданной уравнением:
ayz +  bzx +  сху — 2 bcx — 2 сау — 2abz — 0, 
составить уравнение диаметральной плоскости, проходящей через две точки:
. ч
(а\ — Ь; ^ с )  и ( — а; Ь; с).
\
764. Для каждой из поверхностей:
составить уравнение диаметральной плоскости, сопряженной направлению 
с угловыми коэфициентами 1 :т :п .
2. Диаметры.
Диаметром поверхности 2-го порядка назовем прямую пересечения 
двух каких-либо ее диаметральных плоскостей. Все диаметры поверх­
ности, очевидно, проходят через центр поверхности. Возьмем две 
любых диаметральных плоскости, изображаемых ^ур![внениями:
l'F x +-m 'F y 
l"Fx +  m”Fy
совокупность этих двух уравнений, определяющих прямую пересечения 
двух диаметральных плоскостей, т. е. один из диаметров поверхности, 
может быть заменена равносильными им уравнениями:
X
т'п" т"пг
у______ 2Г
n'l" — n"V I'm" — l"m'
Полагая для краткости
т 'п "  —  т "п г =  Л, п Т  —- n"l' =  В> I'm" —  l"m' =  С, 
мы можем уравнения (4') диаметра написать в виде:
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Допустим, что уравнение:
Ах —}— By —|— Cz —j— D =  0 (^)
изображает некоторую диаметральную плоскость данной поверхности; 
если эта плоскость сопряжена хордам направления / : т  : п, то она 
должна изображаться также уравнением (2"), а потому
CL\\l -j“ Ml ~f“ а&п CL2\J- ^22^ —f~ #23  ^_ 3^11 ~f~ #32^  -j- CLo^Tl
^~~A “ ==_" ~~B “  c
Таковы будут условия, определяющие угловые коэфициенты I : т  : п 
направления, сопряженного данной диаметральной плоскости (5). 
Назовем через х, у , г координаты какой-нибудь точки диаметра 
направления / : т  : п и через x v y v zx координаты центра поверхности; 
в таком случае
/ _ У —У\ 
Р
, Подставим эти значения I, т ,  п в предыдущие члены отношений (б); 
для первого из них, например, мы получим:
___1
~  Р
или
ап1-\-а12т - \ - а 1Ьп ~
(а11Х “Ь а1?У “Н a\bz Н~ а и °11Х1 “  а \3^ 1
anl +  a12m +  axbn =  ^ ( F x — FXl)\
но для координат x v y v z1 центра поверхности 
следовательно:
аналогично найдем:
ап 1 -j- а а13п = 1
р
■ F •/ а?’
+  а22т  +  а23и =
1
р
‘By,
Ч \1 +  а*лт  +  аъъп =
3
р
мы имеем FXx =s О,
}
Подставляя
ч'
найденные выражения в соотношения (6),
Fx _  By   F z
А В С 9
мы получим:
т. е. уравнения самого диаметра, сопряженного заданной диаметраль­
ной плоскости (5). Этим уравнениям (4") можно дать и следующее 
геометрическое истолкование; в § б главы XVI мы видели, что центр 
сечения поверхности какою-либо заданною плоскостью (5) опреде­
ляется уравнениями:
Вх   By   Fz
А В С 9
Ах -f- By -f- Cz -j- D =  0.
Отбросим в этой системе Последнее уравнение; тогда два первых урав­
нения, тождественные с уравнениями (4"), будут определять геометри-
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ческое место центров сечений поверхности параллельными плоскостями 
направления А : В  : С, ибо в эти уравнения уже не войдет свободный 
член D уравнения плоскости. Итак, мы можем сказать, что диаметр 
пбверхности 2-го порядка является местом центров сечений поверх­
ности параллельными плоскостями определенного направления. Пусть 
диаметральная плоскость, проходящая через центр (хх\ zx) поверх­
ности, дана своим уравнением:
А (х — х 1Т ^ - В (у — у 1)~1Г С (г — г 1) =  0.(5')
Г
Возьмем какой-либо диаметр направления V : т !  : я7, лежащий 
в данной диаметральной плоскости (б'); обозначая координаты какой- 
либо его точки М  через х z мы получим:
и так как этот диаметр по условию лежит в плоскости (5'), то его 
точка М' (лг7, у ', zf) тоже лежит в плоскости (б7), и ,
АГ +  В т '  -j- Сп' =  0. ’ (7)
Подставляя в предыдущее условие значения (6) коэфициентов А, В , С 
через угловые коэфициенты / : т  : п сопряженного направления, мы 
получим:
(ап 1 +  а 12т  +  a isn) (  -f- (а21/ - f  а22/» +  an ti) +
- )-  ( а 31/  -J- айс/п аъьп) п' =  0 ; (7 / )„
t
это условие выражает, следовательно, что направление V : т г : пг 
параллельно диаметральной плоскости, сопряженной направлению 
/ : т  : я. Но это условие (77) симметрично относительно угловых коэфи­
циентов обоих направлений и может быть написано также в виде:
К /  - f  ах2т !  -f- a l3n') I - f  (а2/  -(- а22т '  - f  а23ге') т  +
+  (ав /  4 "  авчт' 4 "  атп ' ) «  =  0 ,
что означает, что направление I : т  : п параллельно диаметральной 
плоскости, сопряженной направлению /7 : т '  : я7. Таким образом отно­
шение между указанными двумя направлениями / : т  : п и V : т '  : я7 
есть отношение' взаимное и симметричное. Следовательно, если одно 
направление параллельно диаметральной плоскости, сопряженной дру­
гому направлению, то второе направление параллельно диаметральной 
плоскости, сопряженной первому направлению; два таких направления 
называются направлениями сопряженными. Если для указания напра­
вления луча брать диаметр, то согласно предыдущему определению 
мы можем сказать: два диаметра называются сопряженными, если хорды, 
параллельные одному из них, делятся пополам диаметральною плоско­
стью, содержащею второй диаметр (отношение сопряженности есть 
отношение взаимное).
Указанная сопряженность двух направлений будет характеризоваться 
условием (77), или (77/), или, наконец, в развернутом виде условием:
ап11' а^тт' +  a<&nn! +  я23 (мя7 +  rn'n) -f- а31 (я/7 -J- я7/) -j-
- f  д12 (//я7- f /7/я) =  0. (77//)
1 3 7
Если / == /', т  =  т ' ,  п =  п \ то последнее соотношение обращается 
в условие:
а Ч 12 +  а 22т 2  +  а3дп2 2а^пгп -f- 2asinl -f- 2a l2lm =  О,
определяющее асимптотические направления; поэтому мы можем сказать, - 
что асимптотические направления суть направления сами себе сопря­
женные.
Условимся для краткости последнее соотношение, выражающее 
собою сопряженность двух направлений / : т  : п и /' : т !  \ п \  сим­
волически писать в виде:
с(/; /о =  о.
Решим теперь вопрос, можно ли выбрать три направления так, чтобы 
каждые два из них были между собой сопряжены.
Если угловые коэфициенты искомых трех направлений обозначить 
соответственно через I : т  : п, V : т '  : я ', /" : т !г : я", то последние 
должны удовлетворять условиям:
С(/, /0  =  0, С (Г, Г )  =  0, С (/", /) =  0. (8)
-Так как каждое из направлений определяется лишь двумя пара­
метрами (двумя отношениями двух из угловых коэфициентов к треть­
ему), то для нахождения шести параметров, определяющих три искомых 
направления, мы будем иметь три уравнения (8) и, следовательно, 
можем этим уравнениям удовлетворить самыми разнообразными спосо­
бами.
Уравнениям (8) можно удовлетворить выбором трех направлений 
так: 1) первое направление / : т  : я выберем совершенно произвольно,
2) второе направление /' : mr : я ' выберем так, чтобы удовлетворялось 
одно условие:
С ( / , / ' )  =  0,
.  /
3) в таком случае третье направление /" : /я" : я" будет вполне опре­
делено двумя условиями:
С(/, /") =  0, С (/', /") =  0.
s
Геометрически, очевидно, этот выбор можно сделать Следующим обра­
зом: 1) первое направление / : т  : п выбираем совершенно произвольно;
2) за второе направление берем какое-нибудь направление V : т Т : я', 
параллельное диаметральной плоскости, сопряженной: с первым напра­
влением / : m : я, 3) наконец, за третье направление берем направле­
ние прямой пересечения двух диаметральных плоскостей, из которых 
одна сопряжена первому направлению / : m я, а другая сопряжена 
второму выбранному направлению V : т !  : я'.
Итак, существует бесчисленное множество троек направлений таких, 
что в каждой из этих троек два любых ее направления сопряжены 
друг другу.
Посмотрим в частности, при каких условиях две координатных оси, 
например ось лг-ов и ось у-ов, будут иметь направления, сопряженные 
друг другу. Ось лг-ов имеет угловые коэфйциенты:
/ =  1, т  =  0, п =  0, (9'
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ось у^-ов имеет угловые коэфициенты:
/' =  0, т ' =  1, я' =  0; (9Л)
если эти две оси имеют сопряженные направления, то указанные угло­
вые коэфициенты должны удовлетворять соотношению (7"'); последнее 
будет выполняться при условии:
«12 =  (Ю)
Обратно, если условие (10) выполнено, то соотношению (7”') можно 
удовлетворить, между прочим, значениями (9) и (9'), т. е. ось лг-ов и 
ось у -ов будут иметь сопряженные направления.
Подобным образом, если:
«28 =
то оси у  и г  будут сопряжены, наконец, если
«31 =  0»
•  -  У
то оси г и х  будут сопряжены.
т а к ,  для того чтобы три координатные оси имели попарно сопря­
женные направления, необходимо (и достаточно) выполнение трех 
условий:
«28 == «81 == «12 ==
т. е. обращение в нуль всех трех коэфициентов при парных произве­
дениях координат в общем уравнении поверхности.
Выше мы видели, что бесконечным числом способов можно выбрать 
такую тройку направлений, что каждые два из этих направлений будут 
сопряжены; если мы такую сопряженную тройку выберем за тройку 
координатных осей, то в этой новой координатной системе уравнение 
поверхности 2-го порядка напишется проще, именно в нем пропадут 
все члены с парными произведениями координат. Итак, выбирая под- 
> ходящим образом направления координатных осей (именно взяв за оси 
одну из сопряженных троек), мы всегда можем добиться исчезновения 
в общем уравнении поверхности трех членов с парными произведениями 
координат. И обратно, каждый раз как в общем уравнении поверх­
ности 2-го порядка будут отсутствовать члены с парными произведе­
ниями координат, это должно означать, что за оси координат выбраны 
три направления попарно сопряженные. Такая тройка попарно сопря­
женных направлений, вообще' говоря, будет давать косоугольную 
систему координат.
Упражнения. 765. Составить уравнения диаметра поверхности:
х2 yz \ zx . ху 2у 2z Л
\ W
проходящего через точку
( — а; Ъ\ с).
766. Для поверхности: "
x2 +  2y2 +  3z2 — 8yz +  4x +  2y — 27 = 0  
составить уравнения диаметра с угловыми коэфициентами 3 : 2 :4.
1 3 9
767. Относительно поверхности:
3*2 4 - 5у 2_|  4*2 _  еуг_[_ 8zx +  4лу — 2х — +  8г =  О
1 *
два диаметра с угловыми коэфициентами 2 г 1: — 1 и 2: — 1:4 являются со­
пряженными. Найти угловые коэфициенты третьего диаметра, сопряженного 
с каждым из данных.
768. Найти направления главных осей линии пересечения поверхности
х 2 +  4у г — 4у — Qz =  О
с плоскостью
Зх-{-у  —  z — 0 .
Система координат предполагается прямоугольной.
/
3. Главные плоскости.
Диаметральная плоскость поверхности называется ее главною пло­
скостью, если она перпендикулярна к сопряженному ей направлению, 
т. е. перпендикулярна к тем хордам поверхности, которые она делит 
пополам; следовательно, она будет главною плоскостью симметрии по­
верхности.
Уравнение диаметральной плоскости, сопряженной направлению
1 : т :  п, будет:%
(а. Л 4 -  а,<ж 4- а, чи) дг 4 -  (a„. I +  а „ж  4 -  а98я) v 4 -  '
+  (а81/ +  aS2m +  а,А,п) г  +  « « /  +  W  +  « « «  =  0; (2")
\
здесь коэфициенты при координатах, т. е.
а и1+  а12,т  +  « 18и>
« 21^  +  % 2ОТ +  а 23И>
аш1 4 - аь2т  +  аъъп,
будут величинами, пропорциональными косинусам углов с осями пер­
пендикуляра к плоскости. Этот перпендикуляр к плоскости по усло­
вию параллелен хордам, направление которых определяется угловыми 
коэфициентами 1 :т :п .  Косинусы углов с осями направления 1 : т : п у 
как известно, пропорциональны величинам (в косоугольной системе 
координат):
/ +  /шо3 - f  т о.2,
/cOg —j— fit  —-J— tu Oj,
/ш2 -f- пиox ~\~ h.
 ^ *
Следовательно, хорды направления l : m :n будут параллельны перпенди­
куляру к диаметральной плоскости, если выполняются условия:
aY>ni - f -  а^п  _ _  a^ l  - j -  - | -  а^п  _ _  a^ l - | -  ~ Ь  азв п
I —I- i)g —j— /Zoig /о>3 -j- Ш —j- -j- —|— fl
Эти условия определяют, следова#ельно, угловые коэфициенты l :m : п 
Церпендикуляра к главной диаметральной плоскости.
Для разрешения системы ( 11) обозначим каждое из входящих в нее 
отношений через $, т. е. положим:
/
~f~  g i 2 in ~ }~  а\ъп ' ah.l ~4~ а22,м H ~  ann ___ аъ\1 ~ b  ^ 3 2 __
/  - ) -  ffZ<03 - ) -  no>2 /0)3 /Я  +  mOjL /o>2 +  +  Л  ~
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в таком случае, приравнивая каждое из этих отношений 5 и осво­
бождаясь от знаменателей, мы получим три уравнения:
(« 11- “ 5) / +  («12-- so3) т  - - («18 — со S 5
* II= 0,
(«21 ~— S(*>3) 1 +  (#22 '—  s )  т  - _  ( а 9 3 ■ scoj) п == 0,
(«S I"-  S(о2) 1 +  (я32 — s)n == 0.
Три полученных однородных уравнения относительно 1 : т : п  будут 
давать для /, т ,  п решения, не равные нулю одновременно, если:
'l l  - - 5 С
5
to
1- s a > 8 « 1 3 - -
21 $Ш3 #22 ~ - 5 «2 3  “ =  0 . ( 1 2 )
:31 “ - « “ •2 «3 2  —- S 0 ) 1 «3 8  - -  5
Последнее уравнение с s называется характеристическим уравнением 
или уравнением Бине (Binet); это уравнение 3-й степени относительно s. 
Когда мы знаем какое-либо значение 5, удовлетворяющее уравнению 
Бине, то для этого значения 5 три уравнения системы (11') будут 
совместны, не считая решения 1 =  т  — п =  0, и следовательно, два 
каких-либо уравнения этой системы определят нам угловые коэфи- 
циенты 1 \ т \ п  нормали некоторой главной плоскости.
В дальнейшем мы подробно исследуем характеристическое уравне­
ние и, между прочим, докажем одно его свойство, весьма важное для- 
разбираемой задачи, именно: характеристическое уравнение имеет всегда 
действительные корни (при действительных коэфициентах aik уравнения 
поверхности). Таким образом в систему (11') нам придется подставлять 
всегда действительные значения для s, а так как эта система линейна 
относительно 1 : т : п , то она даст для I : т : п  всегда действительные 
значения. Следовательно, всякая поверхность 2-го порядка, изображае­
мая уравнением с действительными коэфициентами, имеет действитель­
ные главные плоскости.
4. Главные направления.
'х
Назовем главным направлением направление, сопряженное (или пер­
пендикулярное) к главной плоскости; следовательно, угловые коэфици- 
енты 1 :т :п  главного направления будут определяться системой ( 11'), 
где 5 —  один из корней характеристического уравнения.
Предположим, что характеристическое уравнение имеет два неравных 
корня s t и s2; тогда первому из них Sj будет соответствовать некото-
рое главное направление lx : т 1:п19 определяемое системой:
(«п 5l) К +  («12 51°>з) +  («13 ■ s i°V> ni ==  0,
(«21' 1 Со и 8 W
'
и
* 1Г («22 —  s l) т 1 +  («23 —■ V i ) » r =  0, ( I l l )
(«81 ^i®a) i^ “  («32---$!<*>!) т 1 +  (#33 — s i K  == 0,
второму же будет соответствовать главное 
определяемое системой: 4
%
направление 1.2: т 2:щ ,
А
(«1Г ^2) 2^ +  («12 52<°з) т 2 -(«13 4 mts) Ч  == 0,
(«21 * 52<0з) 2^ ~~ (#22 ~ S2/ ТП2 -  («23 «a“ i) «а == 0, (Н а)
(«81 * 52052) 2^ ~~ (#32 —  52Ш1> Щ +  («33 s2) «2 == 0.
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Подобно тому как мы для условия сопряженности двух направле­
ний 11: т 1:п 1 и /2 :пг2:п 2 ввели символическое обозначение
С (/1? /2) =  О,
будем условие ортогональности этих направлений, т. е. условие
к к  +  т \т ч +  «х«2 +  (да1«2 +  “ l +  +  +
—  ( к Щ  +  4 m i )  ®8 =  °>
записывать сокращенно в символическом виде:
P ( lv  /2) =  0.
Умножим теперь уравнения системы (11 j) соответственно на /2, w2 
п2 и затем сложим их, тогда получим:
C (lv /2) —  51Р ( /1 /2) =  0. (12,)
Если же уравнения системы (112) умножить соответственно на lv 
mv пх и затем сложить, то получим:
C {lv /2) —  s2P ( lv /2) =  0. (122)
Вычитая теперь из уравнения (12j) уравнение (122), найдем:
(s2 - Р  (/р /2) — о,
а так как по условию s2 ф  то отсюда следует, что:
р  (к >  4 ) = о, (13)
но тогда любое из соотношений ( 12j) или ( 122) дает:
С (/х, /2) =  0. (14)
Соотношение (13) обозначает, что направления и /2 : /я2 :я 2
ортогональны, соотношение (14) показывает, что те же направления 
сопряжены. Итак, мы получили следующее предложение: два главных 
направления, соответствующих двум различным корням характери­
стического уравнения, суть направления между собой ортогональные 
и сопряженные.
Отметим, между прочйм, что предыдущее заключение остается пра­
вильным и в том случае, когда одна из систем, например система ( 112), 
будет неопределенной, т. е. будет содержать лишь одно условие, свя­
зывающее коэфициенты /2 :/гс2:п 2. Посмотрим теперь, в каком случае 
система (И ')  будет неопределенной в указанном смысле; если она 
содержит лишь одно условие, связывающее коэфициенты 1 : т : п , тогда
определитель системы, т. е. ’V *>
ап - — S  / #12 ~ -50)3 « 1 8 *— 5(02 ■
F ( s )  = «21 ~-so>3 «22 ~- 5 «23 '— 5(01
•
« 8 1 - - 5 Ш 2 «82 “ -5(0! « 3 8 '—- 5
будет ранга 1, т. е. все его определители 2-го порядка обратятся 
в нули.
1 4 2
Составим производную по s от определителя F(s):
F '(s)
1
<°з
а 12 50>3 «1 3
а22
а0:32
5
50)
а23
50)2
50)j
1 азз
« 1 1 - - 5 <о3 « 1 3 " - 5 0 ) 2 «11 - - 5 «1 2  “ 50)3 “ 2
«21  ~ - 5 0 ) 3 1 «2 3  ~~-SCD j
—
«21 “ - 5 Ш 3 «2 2 5 о>1
« 8 1 - - 5 0 ) 2 * 1 «3 3  “ — 5 «81 _ -  . «3 2 50)j 1
Если F (s)  ранга 1, то все его определители 2-го порядка обращаются 
в нули и очевидно, F ' (У) обращается в нуль одновременно; это озна­
чает, что характеристическое уравнение
F (s)  =  О
имеет по крайней мере два равных корня.
Итак, если система (11') Неопределенна и содержит лишь одно 
уравнение, то характеристическое уравнение имеет два равных корня.. 
Легко видеть и обратное: если два корня характеристического урав­
нения становятся равными, то соответствующие им главные направле­
ния становятся неопределенными. В самом деле, пока ф  52> мы видели* 
необходимо выполняется условие:
p (h ,  4 )  — о; (13)
пусть теперь коэфициенты уравнения поверхности непрерывно изменя­
ются так, что два корня sx и s2 стремятся к совпадению; соответствую­
щие им главные направления, если бы они оставались опр еде ленными у 
также стремились бы к совпадению, и условие (13) дало бы нам:
я (/и /2) =  о,
т. е. предельное направление оказалось бы само себе пер­
пендикулярным, что невозможно для направления, определяемого дей­
ствительными угловыми коэфициентами. Итак, когда корни s x и 52 в пре­
деле становятся равными, соответствующие им главные направления 
становятся неопределенными.
Рассмотрим теперь случай, когда уравнения системы (И ')  пропа­
дают тождественно, т. е. когда все, коэфициенты этой систекы обра­
щаются в нули:
«11 = =  щ 2 = — *5CD3, ^13 ==  5Ш2:
• « 2 2  “ «2 3  = =  $<*>!>
/
ОЭ I
I=  5 .
В этом случае уравнение поверхности может быть написано в видег
s (х2 у 2 -ф z2 ф- 2 yzo)1 ф- 2гх(о2 -ф 2xya>s) -f-
+  2аил: -)- 2а24у  -4- 2аиг +  аи  =  О,
а в таком случае это уравнение будет изображать шар. Итак, система 
уравнений ( 11')  пропадает в том лишь случае, когда поверхность изобра­
жает шар; нетрудно сообразить, что в этом случае все три корня.
характеристического уравнения будут равны между собой. Пользуясь 
указанными соображениями, мы теперь можем доказать, что для вся­
кой поверхности 2-го порядка всегда можно выбрать три главных 
направления так, что они будут попарно ортогональны и попарно 
сопряжены.
Если характеристическое уравнение имеет три корня sv s2, sd, раз­
личных между собой, то каждому из этих корней будет соответство­
вать свое главное направление (1Х: щ  : п{), (/2 : т 2 : я2), (/3 : rns : я3), при­
чем эти главные направления, как соответствующие различным корням 
уравнения Вине, будут попарно ортогональны и сопряжены; в этом 
случае мы получим единственную тройку главных направлений, попарно 
ортогональных и сопряженных.
Пусть теперь уравнение Вине имеет три корня sv s2, s3, из кото­
рых два последних равны между собой (s2 =  s3); система ( 11') даст 
для 5==^! вполне определенное главное направление ll :m 1 :Пр та же 
система для s — s2 =  будет неопределенной. В этом случае за напра­
вления (/2 : т 2 : я2) и (/3 : т ъ: я3) возьмехм два каких-нибудь направления, 
между собой ортогональные и параллельные главной плоскости тс, 
сопряженной направлению ( lx: mi : я4); три выбранных направления будут 
попарно ортогональны, кроме того, первое и второе, а также первое 
и третье, попарно сопряжены. Остается доказать, что направления 
второе и третье будут сопряжены между собой.
Выберем оси координат Ox, Оу, Oz соответственно по первому, вто­
рому и третьему из указанных направлений; такая система координат 
будет прямоугольной, поэтому
0)1 =  0)2 =  (03 =  0;
кроме того, так как оси Ох и Оу, оси Ох и Oz попарно сопряжены, то 
в уравнении поверхности, отнесенной к выбранной системе координат, 
пропадут коэфициенты:
&i2 " "  0) &№ ===
В таком случае характеристическое уравнение напишется в виде:
один из корней здесь будет sx =  axv два других определятся урав­
нением:
(^22 0^ 88 ~ “ 2^8^  == ^
И Л И
S2--S (^22"Ьа8з) +  а22а88 — а232==0-
Это последнее уравнение должно иметь равные корни1 (s2 =  s8), еле 
довательно:
(^22 4 “ ^зз)2 ^ (Д22йЗЗ а232) — ^
1 Ниже будет доказано, что характеристическое уравнение инвариантно, 
а потому его корни сохраняют значения при любом преобразование координат.
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тли
(^22 ^зз)2 ~h ^а232 — О*
.Но последнее условие при действительных ь.оэфициентах может вы­
полняться только в случае:
полученное условие а23 =  0 и показывает, что оси у  и z имеют сопря­
женные друг другу направления. Наше предложение доказано: три 
выбранных направления образуют тройку направлений, попарно орто­
гональных и попарно сопряженных, при этом в данном случае ф  ~  
=  s3) таких троек можно выбрать бесчисленное множество, ибо у нас 
определялось вполне лишь первое направление, за второе и третье 
'были взяты два любых направления, друг другу ортогональных и парал­
лельных плоскости, сопряженной первому направлению.
Если теперь система (11') тождественно пропадает и характери­
стическое уравнение имеет три равных корня, то данное уравнение 
поверхности изображает шар; в этом случае три любых, попарно орто­
гональных направления, очевидно, и будут направлениями попарно 
сопряженными, ибо для шара хорды любого направления делятся попо­
лам диаметральною плоскостью, им перпендикулярною.
Итак, во всех случаях мы для любой заданной поверхности можем 
выбрать три направления, попарно ортогональных и попарно-сопряжен­
ных; но если мы выберем оси координат по этим направлениям, мы 
получим такую прямоугольную систему координат, по отношению к кото­
рой уравнение поверхности получит упрощенный вид; именно в него 
не будут входить члены с парными произведениями координат, а сле­
довательно, из членов второй степени останутся в уравнении лишь 
члены, содержащие квадраты координат.
5. Характеристическое уравнение.
Докажем теперь, что характеристическое уравнение с действитель­
ными коэфициентами имеет непременно действительные корни. Огра­
ничимся Случаем, когда поверхность отнесена к прямоугольной системе 
координат и, стало быть, a>t =  a>2 =  w3 =  0, и будем доказывать, что 
характеристическое уравнение не может иметь мнимых корней.
В самом деле, если характеристическое уравнение имеет мнимый 
корень:
st = p + q i
то при действительных коэфициентах aik оно должно иметь другой 
мнимый корень, сопряженный первому:
s2 =  p — qL
Так как эти корни различны, то каждому из них будет соответствовать 
свое главное направление (/х: т 1: пх) и (/2 : т 2 : причем для соот­
ветствующих угловых коэфициентов мы получим значения попарно 
сопряженные, так как они определяются из одной и той же системы ( 11')
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в которую поочередно вместо 5 подставляются сопряженные корни s t 
и s2. Итак, эти угловые коэфициенты будут иметь вид:
/ j  =  —J— ш 2, ш j  =  b  ^ —|— ibty ti^ =  Cj - j— ic 2,
/2 =  —  ia2, т 2 =  bx —  /&2, я2 =  — гс2,
при этом соответствующие главные направления должны быть орто­
гональны, т. е. должно выполняться условие:
/*/2 ~\~ т {т 2 +  п\п2 ~
Если мы в это соотношение подставим указанные значения угловых 
коэфициентов, то получим:
а \ 4"~  а 2 4 ~  ^ \  4 “  ^2  4 "  С12 4 ~  ^22 ~
что, конечно, не может выполняться, если a v а2, bv b2, cv  е2 действи­
тельны и не равны нулю все одновременно. Итак, предположение, что 
характеристическое уравнение имеет мнимые корни, недопустимо и оно 
должно обязательно иметь действительные корни.
Указанное предложение мы доказали лишь для характеристического 
уравнения относительно прямоугольной системы; дальше мы покажем, 
что характеристическое уравнение инвариантно относительно любого 
преобразования координат и имеет, следовательно, одни и те же корни, 
по отношению к какой бы системе координат мы его ни писали.
Следовательно, уравнение Вине имеет всегда действительные корни К
6. Центр.
Центром поверхности 2-го порядка мы назвали такую точку, через 
которую проходят все диаметральные плоскости поверхности; все диа­
метры поверхности также проходят через ее центр. Вместе с тем центр 
является такой точкой, в которой делятся пополам все проходящие 
через нее хорды поверхности.
Мы видели, что центр поверхности 2-го порядка определяется 
уравнениями (3), или, что то же самое, уравнениями:
а п х  4“ <*12У  4~ а 18г Ь<*14 = =  0 , ■
а 21Х  4 “  а 22У 4 “  а 23г  ~ -  <*24 = = о, <30
а 31х  +  а ш у  +  a 33z  +  а ы  = = 0 . ■
Если эти уравнения имеют конечное и определенные решения, то послед­
ние с .помощью определителей , можно представить в следующем виде:
где
х  — 5i- Ь  =
Л
_________
0 5
Z
* *
«ч
—  °з  
0 ’
•
• <*11 <*12 <*13
<\о — <*21 <*22 <*23 >
<*31 <*32 <*зз
(14)
1 Упражнения на решения характеристического уравнения и определение 
главных направлений поверхности будут даны позднее там, где они будут 
использованы для упрощения общего уравнения поверхностей 2-го порядка.
1 4 6
а 6р о2, $3 — те определители, которые получаются из 8 заменой эле­
ментов первого, второго или третьего столбца свободными членами урав­
нений (3).
Определитель 8, составленный из коэфициентов лишь старших ^ле­
нов уравнения поверхности, будем называть сокращенно дискриминан­
том старших коэфициентов.
Упражнения. 769. Определить координаты центра поверхности: 
Злг2 -{- 5у2 +  6z2 +  4yz — 6zx +  8 х у  +  28л: —  22z +  32 =  0. 
770. Найти координаты центра поверхности:
a y z  +  bzx  -f- сх у  —  Ъсх —  cay  —  abz — 0 .
771. Найти геометрическое место центров семейства поверхностей, изобра­
жаемых уравнением:
££ +  0 ' - * ) *
р
(Z — с )2
с2
где X— переменный параметр, принимающий какое-либо определенное значе­
ние для каждой из поверхностей.
7. Исследование уравнений центра поверхности.
Возьмем уравнения, определяющие центр поверхности 2-го порядка 
в однородных координатах:
а и х  - | - а 12у  ~ ~q13z +  a u t = = 0,
(3")а 21Х  “ 1“  а 22*У ~ -  o^z a 2it = =  0,
а 31Х а 32У ~ -  a mz  - J -  a ^ t  - =  0.
Характер решений этой системы зависит от ранга матрицы из всех 
коэфициентов системы:
a n a \2 а хз a u
a 2\ a 22 a 23 a 2 i
a 32 a 33 a u
и от ранга определителя системы (3") из коэфициентов при неизвестных
an °1 2 a \3
a 2\ a 22 °23
а з \ a 32 a33
т. е. дискриминанта старших коэфициентов уравнения поверхности. 
При ранге Д  равном 3, и при 8 ф  0 система (3") будет содержать
три независимых между собой уравнения и для отношений у ,  ~
даст конечные определенные значения: поверхность при этих условиях 
будет иметь единственный определенный центр на конечном расстоянии.
При ранге Д  равном 3, и при 8 =  0 система (3") содержит три 
независимых между собой уравнения и будет удовлетворяться для послед­
ней однородной координаты только значением £ =  0; поверхность имеет 
определенный центр (в том смысле, что его координаты определяются
1 0 * 1 4 7
тремя независимыми уравнениями), но этот центр будет в бесконечно 
удаленной точке.
При ранге D, равном 2, система (3") содержит лишь два независи­
мых между собой уравнения, поэтому их совокупность изображает пря­
мую; поверхность будет иметь бесчисленное множество центров, распо­
ложенных на прямой, причем, если ранг 8 равен 2, то эта прямая будет 
на конечном расстоянии, если же ранг 8 равен 1, то прямая центров 
будет бесконечно удаленной.
Наконец, при ранге D, равном 1, система (3") содержит лишь одно 
уравнение, поверхность имеет бесчисленное множество центров, распо­
ложенных в плоскости; эта плоскость центров будет на конечном рас­
стоянии при ранге 8, равном 1, и она будет бесконечно удаленною 
плоскостью при ранге 8, равном 0 .
Заключения эти, вытекающие из исследования системы трех линей­
ных уравнений, мы можем резюмировать в следующей таблице:
Ранг
D
Ранг
О М е с т о  ц е н т р о в
3 3 Точка на конечном расстоянии
3 2 „ бесконечно удаленная
2 2 Прямая обыкновенная
2 1 „ бесконечно удаленная
1 1 Плоскость обыкновенная
1 0 „ бесконечно удаленная
Прежде чем давать более подробную таблицу, отметим следующие сооб­
ражения. Из тождества
x F x -\-yFу zFz - f  tFt =  2F  (x, t)
для точек, координаты которых удовлетворяют системе (3"), вытекает:
tFt = 2 F ( x ,  у, * , 0 ;
если t =  0 удовлетворяет системе (3")> то
2F{x, у, г, 0  =  0,
т. е. всякая бесконечно удаленная точка места центров (будет ли это 
место точкой, прямой или плоскостью) принадлежит самой поверхности. 
В частности, если место центров будет бесконечно удаленной прямой, 
то последняя целиком принадлежит поверхности; то же самое будет, 
если место центров будет бесконечно удаленной плоскостью.
Если же мы имеем обыкновенную (не бесконечно удаленную) точку 
места центров, то для того чтобы:
2F (x , у, z, 0  =  0 ,
т. е. чтобы точка принадлежала самой поверхности, необходимо, чтобы:
Ft =  0.
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Итак, чтобы обыкновенная точка места центров принадлежала по­
верхности, необходимо, чтобы уравнение F t =  0 было совместно с урав­
нениями системы (3"); если потребовать, чтобы всякая обыкновенная 
точка места центров принадлежала поверхности, то уравнение Ft =  0 
должно быть следствием системы уравнений (3"), а потому ранг матрицы, 
составленной из коэфициентов четырех уравнений:
рх =  °> =  0, Fe — 0 0 ,
т. е. определителя:
< * п < *1 2
СОT—l
<3
- < * 1 4
< *21 а 2 2 < *2 8 < *2 4
< *31 < *8 2 < * з з < *34
< *41 < *4 2 « 4 3 < *44
не должен превышать ранга матрицы D.
Если поверхность имеет центр на конечном расстоянии и лежащий 
на самой поверхности, то:
Fx =  0, Fy =  0, Fz =  0, 2F =  0; (15)
перенеся начало координат в эту точку, мы получим для поверхности 
однородное уравнение:
« п * 2- г  « 22/  +  «З8г'2 +  2ажУ2 +  2а31гх +  2а12ху =  0, (16)
изображающее конус. Система (15), как замечено выше, может быть 
для обыкновенной точки заменена системой четырех совместных урав­
нений:
F „ = 0 ,  Fy =  0 , Fg =  0, Ft =  0, (150
а потому
А =  0.
Обратно, если А =  0, то уравнения (150 будут совместны, не счи­
тая решения х  — у — z — t =  0, а тогда уравнение поверхности выбо­
ром начала может быть приведено к вицу (16), т. е. будет изображать 
конус.
Итак, условия: „£> ранга 3, 8 ф  0, Д =  0 “ характеризуют конус; 
при этом ранг А здесь не может быть меньше 3, так как среди его 
миноров находятся все определители матрицы D.
Пусть далее поверхность имеет прямую центров на конечном рас­
стоянии, ей не принадлежащую; .примем две какие-либо плоскости, про­
ходящие через прямую центров, за плоскости:
х  =  0 и у  =  0,
тогда уравнения (3"), определяющие место центров, должны быть равно­
сильны системе этих двух уравнений и, следовательно, могут быть лишь 
линейными их комбинациями, поэтому они не должны содержать ни чле­
нов с zf ни членов с t, так что
<*13 = =  <*14 = =  о ,
<*23 “ “  <*24 ~ =  0 ,
<*33 = -< *3 4  = =  0 .
1 4 9
Ft — #441 == О,
то раз прямая (обыкновенная) не принадлежит к поверхности, то оно 
не должно ни пропадать, ни быть следствием уравнений, определяю­
щих прямую центров, а потому
а и  Ф  °*
Уравнение поверхности при этим условиях приводится к виду:
«и * 2 +  2ам лу +  a ^ f  +  « 44 =  0 (17)
и изображает эллиптический или гиперболический цилиндр, ибо
^11^22 Ф
в противном случае система уравнений
Чго касается уравнения
= а их  +  W  == 0,
F v * — ^21*^  Н~ а<2оУ ~= 0 , (18)
F, = = 0 - 0
свелась бы к одному уравнению. Итак, поверхность, имеющая местом 
центров обыкновенную прямую, не принадлежащую поверхности, пред­
ставляет собой либо эллиптический, либо гиперболический цилиндр.
Если поверхность имеет местом центров обыкновенную прямую, 
принадлежащую самой поверхности, то в предыдущем рассуждении мы 
должны внести лишь одно изменение: теперь уравнение:
F t =  a M t  =  0
должно быть или следствием уравнений, определяющих центр, или 
пропадать тождественно; следствием уравнений (18) оно быть не может, 
так как эти уравнения не содержат ty а потому оно должно пропа­
дать тождественно, и следовательно,
я44 =  ° ;
но тогда уравнение (17) будет изображать пару плоскостей (непарал­
лельных), пересекающихся по оси z , т. е. по прямой центров. Обра­
щаясь к любому расположению координатных плоскостей, мы скажем, 
что этот случай характеризуется тем, что присоединение к системе 
(содержащей два независимых уравнения):
F x  =  °>  F y =  0 F s =  °
уравнения
F ( = 0
не повышает ранга системы. Следовательно, когда каждый из рангов 
D , 8, А равен 2, поверхность, изображаемая данным уравнением, рас­
падается на пару непараллельных плоскостей.
Пусть теперь место центров будет бесконечно удаленной прямой, 
уравнения системы (3") будут изображать параллельные между собой 
плоскости; возьмем какую-нибудь плоскость им параллельную (или 
одну из них) за координатную плоскость z = 0 , тогда система (3")
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должна быть равносильна уравнениям:
а потому
0, t = 0,
«и — «12 ~
«21 :— «22 “ 0 ,
«81 :=  а?л = 0.
случае будет:
Fx — «14^  “ = 0,
Гу III •I* II= 0,
Г* =  агьг  + О,
и так как она должна содержать два независимых уравнения, то
а за + 0
и, кроме того, по крайней мере один из коэфициентов, я14 или a0i, 
отличен от нуля. Уравнение поверхности будет в этом случае:
+  2 а их  +  2 a2iy- f  2aB4z -j- аи =  0,
и оно изображает параболический цилиндр; в самом деле, когда 
я 14 ф  0 или а24 ф  0, то плоскость
2^14^ ~Ь 2я24у ~Ь 2аыг -j- а44 =  0
во всяком случае не параллельна плоскости =  0, а потому она может 
быть взята за вторую координатную плоскость, скажем х ' =  0, тогда 
уравнение поверхности будет вида:
V 2 +  2аих ' =  °-
Итак, если место центров есть бесконечно удаленная прямая, то 
поверхность будет параболическим цилиндром.
Предположим далее, что место центров есть обыкновенная плоскость, 
не принадлежащая поверхности; возьмем ее за координатную плоскость
г =  0;
к такому уравнению должна свестись система (Зг/), а потому
Так как место центров не принадлежит поверхности, то уравнение
Ft =  au t =  0
не должно пропадать (или быть следствием уравнения ^ =  0), поэтому
«4 4  Ф ° \
Уравнение поверхности при этих условиях будет:
«ЗЗ2’"* «4 4  ^
и оно изображает пару параллельных, несовпадающих плоскостей. 
Обращаясь к общей координатной системе, мы можем характеризовать
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этот случай тем, что, присоединяя к системе (3") уравнение
F t =  О,
мы ранг системы повышаем на единицу, следовательно, в этом случае 
ранг А будет 2. Когда же местом центров будет плоскость, принад­
лежащая поверхности, в предыдущем рассуждении отпадает условие 
а44 ф  0, уравнение поверхности будет:
aS3z2 =  °»
и  оно изображает пару совпавших плоскостей. Здесь ранг А одинаков 
с рангом D и равен единице.
Наконец, когда местом центров будет бесконечно удаленная пло­
скость, система (3") должна сводиться к одному уравнению:
t =  О,
а потому
« 1 1  = ”  « 1 2  = =  « 1 8  =
=  0 ,
« 2 1  = =  « 2 2  ~ -  + 8  = =  о ,
IIнСО =  + 2  = =  + з  = =  0 .
Уравнение поверхности будет:
2auxt  ф  2a2iyt ф  2au zt ф  — О,
и оно изображает пару плоскостей, одна из которых будет бесконечно 
удаленная.
Полученные результаты сведены в таблице, приведенной на стр. 153. 
Более подробное различение поверхностей, центральных или без 
центра, поверхностей цилиндрических будет указано в дальнейшем на 
основании некоторых других дополнительных признаков.
Упражнения. 772. Определить характер места центров для каждой из 
поверхностей:
1) х2 —у2 +  z2 —yz +  2ху — 2х + у  — 22 +  1 = 0,
2) х2 +  2у2 +  Зу2 — 2ху — 6х +  7у  +  62 +  7 =  0/
3) 4* 2 +  Зу2 +  22 — 42лг+у — 32 — 2 =  0.
773. Определить характер места центров для каждой из поверхностей:
1) х2 +  4у2 +  922 +  4ху — 6х — 12у =  0,
2) х2 — yz — zx +  ху -\-у +  2 -— 1= 0,
3) х2 +  у2 +  22 — 2yz +  2zx — 2ху +  х — 2у +  2 =  0.
774. Что изображает каждое из последующих уравнений:
1) х2 +  4у2 +  922 — 12yz — 6zx +  4*у +  х  +  2у — 32 — 12 =  0,
2) 9х2+ у 2 +  I622 — 8уг +  24zx — бху +30лг — 10у +  402 +  25 =  0.
775. Какую поверхность изображает каждое из следующих уравнений:
1) 5* 2 +  10у2 +  1722 — 26yz — 42лг +  2ху +  18jc  — 12у — 622 +  26 =  0,
2) 13лг2 +  5у2 +  1722 +  14у2 +  20zx +  16ху — 20аг — 18^  — 7 82 +  13 =  0,
3) x2 +  2y2 +  3yz — 2ху — 6лг +  7у +  б2 +  7 =  0,
4) 1 бх2 +  25у2 +  92s — 30у2 +  24zx — 40ху  — 32х +  40у — 242 — 84 =  0,
5) х2 — у2 +  22 +  2ху — 2yz — 2х + у  —- 2z +  1 =  0,
6) 25л:2 +  9у2 +  423 — 12yz — 20zx +  ЗОху +  60х +  Збу — 242 +  36 =  0,
7) х2—yz — zx +  ху +  у +  2 -— 1 = 0 ,
8) 9* 2 +  25у2 +  I622 — 40yz +  24zx — ЗОху +  2х — 5у +  З62 — 11 =  0.
• . • - \
1 5 2
Ранг Место центров
D
еч0 д Место центров поверхности Поверхность
3 3 4 Обыкн. точка Не принадл. Собств. центр, поверх-
ность
3 3 3 9>  » Принадлежит Конус
3 2 4*) Беек, удаленная \ .. » Собств. поверхн. без
точка центра (на кон. расст.)
2 2 3 Обыкн. прямая Не принадл. Эллипт. или гипербол.
• цилиндр
2 2 2 »  У7 Принадлежит Пара непараллельн.
плпскостей
2 1 3 Беек, удаленная У> Параболический цилиндр
прямая
■
1 1 2 Обыкн. плоскость Не принадл. Пара параллельн. не совп.;
плоскостей
1 1 1 я я Принадлежит Пара совп. плоскостей
1 0 2 Беек, удаленная У> Пара плоек., из них одна
плоскость беек, удаленная
0 0 1 Сдвоенная бескон. удален-ная плоскость
8. Уравнение поверхности, отнесенной к центру.
Мы видели, что если за начало координат принять некоторую 
точку Мх (хг, y v z j ,  сохраняя направление старых осей, то уравнение 
поверхности, отнесенной к новой системе координат, напишется в виде:.
« и * 2 +  «22^  +  « 38^  +  2a2SYZ +  2 +
+  2 YFyi +  2ZFzt +  2F (xv y v z j  =  0. «-1
Пусть данная поверхность имеет определенный центр на конечном 
расстоянии (8 ф  0), координаты которого удовлетворяют условиям:
/7а?1 =  0, Fyx = 0 ,  FZl = 0 .
*) Если центр — бесконечно удаленная точка, то подходящим выбором 
системы координат уравнения, его определяющие, можно привести к виду:
X  =  0, у  —  0, t  =  0; (а)-
в таком случае
a iz  — а 2% —  0» Дзз == Ф  0*
Но тогда уравнение F$ =  0 будет
й&Х -f- Ф  a4Z2 Ф  а\4 — 0
и при аи  =j= 0 оно не может ни пропадать, ни быть следствием уравнений (<ф, 
поэтому Л обязательно ранга, равного 4.
1 5 $
Если мы примем центр за новое начало координат, тогда в силу 
предыдущих условий в преобразованном уравнении поверхности про­
падут члены, содержащие координаты в первых степенях, и оно при­
мет вид:
« П * 2 +  вм У» +  a.mZ2 +  2 о »  YZ +  2 a,MZ X  +  2а13ХУ +  a 't =  О, (20)
где
~  (^i> z\)’
Ч то касается свободного члена аи в этом уравнении, то мы могли бы
найти координаты центра, а затем подсчитать 2F (xv y v z j ,  т. е. 
значение левой части первоначального уравнения поверхности для
координат центра. Но можно аи подсчитать и непосредственно, не опре­
деляя координат центра, если мы воспользуемся доказанным ранее 
предложением, что дискриминант А из всех коэфициентов уравнения 
поверхности сохраняет свое значение при переносе начала координат. 
Дискриминант А' для преобразованного уравнения (20) будет:
или
«11 «1 2 «1 8 0
«2 1 «2 2 «2 3 0
« 3 1 « 3 2 « S 3 0
0 0 0 а
Д'= Ц , .
Таким образом на основании упомянутой теоремы мы имеем:
откуда
г _  д
аи  в ’ (21)
м свободный член преобразованного уравнения найден без вычисления 
.координат центра, в который мы переносим начало координат.
Итак, уравнение центральной поверхности (8 ф  0)> отнесенной 
к системе координат, начало которой находится в центре, имеет вид:
ЛцХ> +  аш Г *-f-й832 2 4 - 2 a^ Y Z 4- 2au ZX + 2 a ^ X Y + ~  =  Q. (20')
Предположим теперь, что поверхность имеет прямую центров 
ша конечном расстоянии; это будет в том случае, когда матрица
« и <*12 «1 3 «1 4
«21 «2 2 «2 3 «2 4
«31 «8 2 «3 3 «8 4
'будет ранга 2, и следовательно, все ее определители 
обращаются в нуль.
3-го порядка
J 5 4
Возьмем какую-нибудь точку [хх\ у {\ z прямой центров за начало 
координат; преобразованное уравнение (19) опять примет вид (20), и
нам остается подсчитать свободный член его аи  для этого случая; ука­
занный выше способ здесь будет неприменим, ибо А — 0 и о =  0 и 
выражение (21) становится неопределенным.
Возьмем уравнения, определяющие прямую центров:
<*1Л +  а ъУх +  «18^ 1 +  аи =  °>
<*21”*Ч  ~\~ <*22^1 <*23^1 ~\~ <*24 =  С? )
~“Ь  <*32^1 +  a ?&Z \ +  <*34 ~
Так как прямая центров на конечном расстоянии, то определитель о 
должен быть ранга 2 и, следовательно, один из его миноров (опреде­
литель 2-го порядка) должен быть отличным от нуля; это значит, что 
система (3 ') может быть разрешена относительно каких-нибудь двух из 
трех координат x v y v zv смотря по тому, какой именно из этих 
миноров отличен от нуля.
Для точки места центров мы имеем:
«4 4  =  2 /7  O l >  Ух> Z l )  =  *  A i  + У 1 р у, +  Z VF 4  +  ,
ИЛИ
au ~  *
Так как уравнения (3 ') разрешаются относительно двух координат 
(через третью), то эти значения мы можем подставить в предыдущее 
соотношение и таким образом можем исключить из него с помощью 
уравнений (3') две из координат места центров.
Предположим, например, что минор определителя о, отличный от 
нуля, будет:
<*12
<*22
+  0,
тогда два уравнения из системы (3') можно разрешить относительно 
Xv ул и исключить эти координаты из соотношения:
+  +  — аы, — (22)
Итак, исключая xv yt из двух первых уравнений системы (3') и 
уравнения (22), мы найдем:
ап <*12 “ f~ <*14
<*21 <*22 <*28^1 Ч "  <*24 =  0 ;
<*41 <*42
f
<*432l 4 " < * 4 4 ----<*44
разложим полученный определитель в сумму трех определителей:
1
<*11 <*12 <*13 <*11 <*12 <*14 <*11 <*12 ^
<*21 <*22 <*23 + <*21 <*22 <*24 — <*21 <*22 ®/•
<*41 <*42 <*43 <*41 <*42 <*44 <*41 <*42 <*44
Первый из этих определителей обращается в нуль, так 
принадлежит матрице D. Следовательно:
как он
а
44
Дц  « 12 а и
«21  «22  «2 4
«41 « 4 2  « 4 4
«И «12 
«21 «22
(23)
обозначая индексами внизу адъюнкты определителей Д и 8, мы можем 
написать:
Очевидно, если отличным от нуля будет определитель 8^ (где i и 
k могут принимать одно из значений 1, 2, 3), то мы получим:
Таким образом уравнение поверхности, имеющей прямую центров 
на конечном расстоянии, переносом начала координат в какую-нибудь * 
точку этой прямой может быть приведено к виду:
а \I * 2 +  а^У2 +  «за*2 +  2 a^yz  -)- 2 aB1zx  +  2 й12ху +  а'и  =  О,
/
где имеет указанное выше значение.
Упражнения. 776. Уравнение поверхности
3* 2 “Ь 5у2 — -|- 8у<2 -|- 6zx — 4 тгу — 22х — 2у -j- 6z =  О
преобразовать к осям, соответственно параллельным прежним осям, поместив 
начало координат в центре поверхности.
777. Уравнение поверхности:
16*2 - f  18у2 +  64z2 +  60уг -I- 8zx — 12*у +  68* — 106у — 144z -j- 81 = 0
преобразовать к уравнению, отнесенному к центру с сохранением направлений 
прежних осей координат.
778. Нижеследующие уравнения поверхностей преобразовать к центру:
1) X2jr y2jt 2z2 — 2zx~\-4y — 3г =  0,
2) 2 *2 — z- -\-yz — zx — ху +  2 * —у  z =  0,
3) * 2 — у2 - f  z2 -f* 2уг — 4zx — 2 * =  0,
4) 4* 2 — 18/2 +  9yz -j- 6zx — 6*y  — 2 * -f- 9y — 4z — 4 == 0.
9. Асимптотический конус центральной поверхности.
Если лучи, проходящие через точку Мг (хх\ у х; ' z%)9 касаются по- 
верхности в бесконечно удаленной точке, то должны выполняться 
условия:
УН — О, N =  0
или подробнее:
ап1г +  ашт  ^ Н~ 2а ^ т п  ~j- 2amnl -f- 2а121т =  >0, (24)
I
« V  +  mFVi +  ”-FZi = 0 .  (25)
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Если точка y t; zx) —  какая-либо произвольная точка про­
странства, уравнение (25) не пропадает; в таком случае уравнения (24) 
и (25) определят только два луча (действительных или мнимых) асим­
птотического направления, проходящих через точку и касающихся 
поверхности. Если же мы хотим, чтобы все прямые асимптотического 
направления, проходящие через точку Mv касались поверхности в бес­
конечно удаленных точках, то необходимо, чтобы одно из указанных 
выше уравнений, именно уравнение (25), пропадало; в таком случае
F x t ~  F y i = z ®* F гх =  0 , (3 )
т. е. точка Мх должна быть центром поверхности.
Обратно, если точка есть центр поверхности и условия (3)
выполнены, то соотношения (24) и (25) выполняются для луча любого 
асимптотического направления, т. е. прямые асимптотического напра­
вления, проходящие, через центр поверхности, касаются последней 
в бесконечно удаленных точках.
Конус асимптотических направлений с вершиною в центре поверх­
ности, образующие которого, как доказано, касаются поверхности 
в бесконечно удаленных точках, назовем коротко асимптотическим 
конусом поверхности. Уравнение асимптотического конуса получится 
из уравнения (24), если мы в последнем сделаем замену:
т = У—У 1 
Р
где x v y v zx— координаты центра.
Но мы уже видели, что р2М может быть приведено к виду:
f M = 2 F ( x ,  у , z)-\-2F  (xv y v Z J — 2P,
где
р  =  xFXl -\-yFУх -f- zF'H -J- t F •
Очевидно, для координат x v y v центра поверхности
I
с другой стороны, из соотношения:
+ y 1Fyl -\-ziFZl +  tlF h = 2  zt)
для координат центра мы имеем [в силу условий (3)]:
Ftl .=  2F (xv y v zx).
Сопоставляя эти результаты, находим:
P = 2 F ( x v yv zt\
после чего р2Л4 принимает еид:
р2Л4 =  2F  (х} у, г) —  2F (x v y v zx).
Таким образом уравнение асимптотического конуса будет
2F(xt у, z) =  2F (xv y lf z j ,  (26)
где в правой части стоят координаты центра поверхности.
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Если поверхность имеет единственный определенный центр на конеч­
ном расстоянии (S ф  0), тогда, как было показано в предыдущем 
параграфе:
, 2F У}, zL) =  ■■ ^  ,
а потому окончательно уравнение асимптотического конуса для цент­
ральных поверхностей напишется в виде:
2 F (x , у, — (26')
Между прочим, при исследовании полярного уравнения мы видели, 
что прямые, целиком лежащие на поверхности, удовлетворяют условиям:
М =  0, N =  0, R  =  0,
из которых первое показывает, что такие прямые имеют асимптоти­
ческие направления, стало быть в частности для каждой из них най­
дется соответствующая параллельная образующая асимптотического 
конуса. Итак, прямолинейные образующие поверхности 2-го порядка 
параллельны соответствующим образующим асимптотического конуса; 
образующие асимптотического конуса, так сказать, показывают напра­
вления прямолинейных образующих поверхности. Вследствие этого 
асимптотический конус поверхности 2-го порядка называют также 
направляющим конусом поверхности.
ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ.
К § 1.
1. Что называется диаметральною плоскостью, сопряженною данному на­
правлению?
2. Как пишется уравнение диаметральной плоскости поверхности 2-го- 
порядка?
3. Что называется центром поверхности 2-го порядк^
К §2.
4. Что называется диаметром поверхности 2-го порядка?
5. Каково будет геометрическое место центров сечений поверхности 2-го 
порядка параллельными плоскостями?
6. Как пишется уравнение какого-либо диаметра поверхности 2-го порядка?
7. Как составить уравнение диаметра, сопряженного данной диаметраль­
ной плоскости?
8. Какие два направления называются сопряженными относительно поверх­
ности 2-го порядка и каким условием связаны их угловые коэфициенты?
9. Как выбрать три направления, попарно сопряженных относительно дан­
ной поверхности 2-го порядка?
10. Каков необходимый и достаточный признак для уравнения поверхности 
2-го порядка, что две из осей координат имеют сопряженные направления?
11. Как отражается на уравнении поверхности 2-го порядка выбор за оси 
координат трех направлений, попарно сопряженных?
К § 3.
12. Какие диаметральные плоскости поверхности 2-го порядка называются 
ее главными плоскостями?
13. Как пишется характеристическое уравнение (уравнение Вине) для 
поверхности 2-го порядка?.
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14. Каким образом характеристическое уравнение связывается с определе­
нием главных плоскостей поверхности 2-го порядка?
К § 4.
15. Что называется главными направлениями поверхности 2-го порядка?
16. Каковы свойства главных направлений поверхности и можно ли выбрать* 
три главных направления для любой поверхности 2-го порядка?
К § 5.
17. Может ли характеристическое уравнение иметь мнимые корни?
К § 6.
18. Какими уравнениями определяется центр поверхности 2-го порядка??
К § 7.
19. Как рангами матрицы D и дискриминанта 6 определяется характер- 
места центров поверхности 2-го порядка?
20. Как решается вопрос о том, принадлежит ли место центров самой 
поверхности 2-го порядка или не принадлежит?
21. Как строится классификация поверхностей 2-го порядка по характеру 
места центров и по его отношению (принадлежит или не принадлежит) к самой 
поверхности? Какими рангами D, Ь, Д характеризуется каждый из возможных.
„здесь случаев?
К § 8.
22. Как пишется уравнение поверхности, отнесенной к центру, и как. 
определяется свободный член преобразованного уравнения?
К § 9.
23. Что называется асимптотическим конусом поверхности 2-го порядка?'
24. Как пишется уравнение асимптотического конуса поверхности 2-го 
порядка?
25. В каком смысле асимптотический конус поверхности 2-го порядка 
называется ее .направляющим конусом?
Упражнения. 779. При каких условиях плоскость:
Ах — By ~}— Cz —}— D  =  О
будет диаметральною плоскостью данной поверхности 2-го порядка?
780. При каких условиях плоскость:
Ах -j— By -j— Cz -j- D =
будет главною плоскостью данной поверхности 2-го порядка?
781. Считая, что общее уравнение поверхности отнесено к прямоугольной: 
системе координат, определить угол какого-либо направления 1 :т :п  с диа­
метральною плоскостью, ему сопряженною.
782. Каковы будут направления, которые одновременно сопряжены как по- 
отношению к данной поверхности 2-го порядка, так и по отношению к какому- 
нибудь шару?
783. Определить диаметральные плоскости двух поверхностей 2-го порядка^ 
между собою параллельные и сопряженные одному и тому же направлению.
784. Составить уравнение одной из главных плоскостей данной поверх­
ности 2-го порядка.
785. Каковы будут главные плоскости для поверхности, изображаемой 
уравнением:
х2 — k2y 2 =  0
в„ прямоугольной системе координат?
786. Пусть уравнение центральной поверхности 2-го порядка будет:
2F (х, у, z) =  0;
для точек какой области пространства 2F(x, у, z) положительна и для какой 
отрицательна?
787. Для поверхности 2-го порядка найти геометрическое место точек, 
делящих хорды данного направления в заданном отношении.
788. Найти геометрическое место хорд поверхности 2(-го порядка, которые 
в некоторой данной точке делятся в заданном отношении.
789. Составить уравнение поверхности 2-го порядка, имеющей центр 
,в точке ( — 1; — 1; — 1) и касающейся осей координат в точках:
(1; 0; 0), (0; 1; 0) и (0; 0; 1).
790. Найти геометрическое место центров поверхностей 2-го порядка про­
ходящих через оси Охг и Оу и через две точки (0; 1; 1) и (1; 0; — 1).
791. Две плоскости, из которых каждая параллельна направлению сопря­
женному другой, называются плоскостями,сопряженными относительно задан­
ной поверхности 2-го порядка. Найти условие, при котором две плоскости:
щх +  vxy  -f- wxz +  pLt =  0,
и%х +  v%y +  w2z -}-p2t =  0
•будут сопряженными относительно заданной поверхности 2-го порядка.
Г л а в а  XVIII.
Полярные свойства поверхностей 2-го порядка.
Полярное соответствие точек и плоскостей относительно поверхности 
2-го порядка, соответствие какой-либо точки ее полярной плоскости или соот­
ветствие какой-либо плоскости ее полюсу может быть установлено с помощью 
гармонических четверок точек, подобно тому как это делалось для кривых 
2-го порядка.
Из такого построения полярного соответствия вытекает, что полярные 
свойства поверхностей 2-го порядка не зависят ни от типа поверхности, ни от 
взаимоотношений между линейными их размерами, короче, эти свойства являются 
проективными, а не метрическими свойствами поверхностей. Тем самым всякое 
геометрическое свойство поверхности 2-го порядка, которое может быть фор­
мулировано как полярное свойство, будет принадлежать всем поверхностям 
2-го порядка. Следовательно, изображение какого-либо свойства частного вида 
поверхностей (например шара или пары плоскостей) как свойства полярного 
является приемом обобщения данного свойства на все поверхности 2-го порядка. 
Диаметральные плоскости, диаметры, центр поверхности 2-го порядка могут 
быть получены как элементы, полярно соответствующие несобственным эле­
ментам (бесконечно удаленньш точкам, бесконечно удаленным прямым и бес­
конечно удаленной плоскости) пространства, поэтому свойства диаметральных 
плоскостей, диаметров, центра могут быть описаны как полярные свойства 
поверхностей 2-го порядка; в этой последней своей форме они одинаково 
принадлежат веем поверхностям 2-го порядка.
1. Полярно-сопряженные точки.
1 \
Две точки называются сопряженными (или полярно-сопряженными) 
относительно поверхности 2-го порядка, если они гармонически разде­
ляются точками пересечения поверхности прямою, соединяющей две
данные точки.
Пусть нам даны две точки Мх {xi :y x:z x: tx) и M2 (x2 :y2 : z2 : t2); 
тогда какая-нибудь точка на прямой, соединяющей две данные точки, 
будет иметь координаты (см. § 1 гл. XIII):
• +  Vх -у X i  +  W a .  +  h+V-t-2
и эта последняя точка будет принадлежать поверхности
2 F (x y у, z, t) =  0, (2)
если
2 F {x v y v zv t )^ -)~2[аР-}- р.1 2 • 2F (х2, у2> z2i t2) =  О, (3) 
где
# *
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Уравнение (3) даст два значения для jx, каждое из которых опре­
делит пересечение прямой МХМ2 с поверхностью, причем координаты 
точек пересечения будут определены выражениями (1), где надо принять 
р, =  р,1 или {х =  (а2.
Если мы хотим, чтобы точки пересечения прямой МХМ2 гармони­
чески разделяли точки Мг и М2, тогда необходимо:
или
Н*1 + ^ 2 “
т. е. сумма корней уравнения (3) обращается в нуль, следовательно:
Р =  0. (б)
Соотношение (5), которое может быть распространенно написано либо 
в виде:
x F  ~\~у-,F -4— z F  -4- t.F, ~1 QCo ~ 1 У2 * 1 #2 1 2^ = 0, (50
либо в виде:
X2Fxx +  У-/ух +  « Л ,  +  hF tx = = 0, (50
и представляет собою условие сопряженности двух
♦
точек Мх и М2
относительно выбранной поверхности 2-го порядка.
#■
2. Полярная плоскость.
Возьмем какую-нибудь точку Мх и будем искать геометрическое 
место точек, полярно-сопряженных с точкой М1 относительно данной 
поверхности 2^ -го порядка; координаты x ,y ,z , t  точек, полярно-сопря­
женных с данной, на основании предыдущего должны удовлетворять 
соотношению:
^ + ^  +  ^  +  ^  =  0. (6)
Последнее уравнение, как уравнение 1-й степени, изображает плоскость. 
Следовательно, геометрическое место точек полярно-сопряженных 
точке М1 относительно некоторой поверхности 2-го порядка, есть 
плоскость, изображаемая уравнением (6); эта плоскость называется 
полярной плоскостью точки Mv последняя же называется полюсом 
указанной плоскости.
Когда дается точка Мх своими координатами x l :y l \ zx: t v то урав­
нение полярной плоскости точки М1 напишется в виде (б), следовательно, 
координаты плоскости u :v :w :p  будут определяться соотношениями:
J L _  JL  — JOL - J L  ил
F  ~  F  ~  F  ~  F '  V /1 Ху ГУх Zy 1 ty
Эти последние уравнения позволят нам определить полюс Мх 
(x i 1 У\ ' z \ : i^)> соответствующий данной плоскости и : v : w : р\ с этой
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, ч
целью придется уравнения (7) разрешить относительно х х : y i : г х : ty 
Обозначим обратные отношения (7) через а , т. е. положим:
а
и развернем эти уравнения:
' « i r t  +  V i + V i  =
«аЛ  +  «22/1 +  V i  +  «аА =  w >
« з Л  +  Й82Л  +  «ззг14- «8Л  =  ow>
e41Xl 4~ а42^ 1 +  а43г1 +  e4 l4 — °Р-
Умножим теперь эти уравнения соответственно на а 11, а21, а31, а 41 (где 
а * —: адъюнкта определителя Д, соответствующая элементу aih) и сложим 
их почленно, тогда:
AaTj =  сФм,
где 2Ф (й, v, w, р )—  левая часть тангенциального уравнения поверх­
ности. Аналогично будем иметь:
£ и
II
=  о Ф „
A z x  = II Q
Д /j = Н Q
следовательно, координаты х х : у г : zx : ^  полюса Мх данной плоскости 
и : v : w : р определятся при А ф  0 отношениями:
(8)_£i__ J^ i_ =  _£L- =  _A_.Ф« Ф  ^ Ф Ф^
Уравнение полярной плоскости (6) того же вида, как и уравнение 
касательной плоскости, с той лишь разницей, что уравнение (6) поляр­
ной плоскости пишется для любой точки пространства, а уравнение каса­
тельной плоскости (того же вида) пишется для точки Mv принадле­
жащей поверхности.
Если полярная плоскость (6) содержит свой полюс, то:
V ^ + л ^  - И Л - И Л = = °
или на основании теоремы Эйлера об однородных функциях:
[2Z7 (лГр у^х, t )^ =  О,
т. е. точка Мх (хх :у х : zx : tx) принадлежит поверхности; следовательно, 
полярная плоскость в этом случае обращается в касательную плоскость. 
К тому же результату приводят и соотношения (8). Если плоскость:
их +  vy -|- wz +  pt =  О
содержит свой полюс, тогда
ихх +  vyx -j- wzx +  ptx
11*
О
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или на основании (8):
иФи 4- -уфв -f  ®ф,„ 4- =  о,
что по теореме Эйлера дает:
2Ф («, v , w, р) =  О,
т. е. данная плоскость касается поверхности. 
Если полярная плоскость точки М{
x F  ' + y F  + z F  4 -  tF. — О1 ^ У1 1 «1 1
содержит некоторую точку М2 (лг2 :^у2 : z2 : /2), то
* 2 ^  +  V *  +  У 4 , =  О, (9)
т. е. точки Мх и М2 полярно-сопряжены; легко видеть, что то же самое 
условие мы получим, если выразим, что полярная плоскость точки М2:
содержит точку Mv т. е.
+ Л ^ + 4 -  =  0. (90
Соотношения (9) и (9') тождественны друг Другу вследствие симметрии 
полярной формы. Итак, если полярная плоскость точки Мх содержит 
точку М2, т о  полярная плоскость точки М2 содержит точку Мх\ 
эти две точки будут полярно-сопряженными.
Две плоскости, из которых каждая проходит через полюс другой, 
называются плоскостями, полярно-сопряженными относительно данной 
поверхности; легко получить условие полярной сопряженности двух 
плоскостей, каждая из которых определяется своими координатами 
(гд : p t) и (и2 : v2 : w2 : р2). В самом деле, для плоскости
(uL : v i : wx : рх) полюсом будет точка:
*1 _  У1 *1 II
ф Ф. JPa
если полюс первой плоскости принадлежит втр о й  плоскости, то
«2* 1 4- v2y l4- w^zl 4- =  о,
откуда, подставляя сюда значения координат полюса, получим:
и2фщ +  «2фв1 +  =  °-
Очевидно, то же самое условие полярной сопряженности двух пло­
скостей может быть написано также в виде:
и,ФЛ1 д _ D ф — о1 Щ 1 1 2^ I 1 ?0а 1
Мы видим, что условие полярной сопряженности двух плоскостей отно­
сительно тангенциального уравнения поверхности пишется так же, как 
условие полярной сопряженности двух точек пишется относительно 
точечного уравнения поверхности.
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Так как с данной точкой полярно-сопряжена любая точка, лежащая 
в ‘ полярной плоскости первой точки, и, с другой стороны, касательная 
плоскость содержит свой полюс (точку прикосновения), то отсюда сле­
дует, что любая точка касательной плоскости полярно-сопряжена с ее 
точкой прикосновения. Указанное свойство является просто геометри­
ческим истолкованием уравнения касательной плоскости:
xF * t + у г л +  ^  +  tF u =  °>
ибо это уравнение в силу условия (9) выражает собою как раз то 
обстоятельство, что любая точка М{х\ у; z)* касательной плоскости 
полярно-сопряжена с точкой прикосновения
Щ( X t ;  У { ,  z t ) .
В силу взаимности полярной сопряженности точек полюсы всех пло- 
скостей, проходящих через какую-либо данную точку, будут точками, 
сопряженными с данной, а потому они лежат на ее полярной плоскости; 
равным образом полярные плоскости всех точек, лежащих на какой- 
либо плоскости, проходят через полюс последней.
3. Полярно-сопряженные прямые.
Заметим, что для точки Мд (хв : у в : zs : t3) уравнение полярной пло­
скости:
xF*. +  Уру, +  zF*. +  tFt. =  0 .
вследствие его симметрии может быть также написано в виде:
x sFxН~У*?-у "Ь zsF -.z-\-hFt — Q-
, Возьмем теперь две точки Мх (хх : у х : zx : tx) и М2 (х2 : у 2 : z2 : *2); 
-какая-нибудь точка М3 на прямой, их соединяющей, будет иметь коор­
динаты:
(Xi 4- Ьх2) : (у 14~ Ху2) : (zx-j-\z2) : (^-|-Х£2),
причем, когда меняется X, точка М3 движется по прямой МХМ2.
Составим теперь уравнение полярной плоскости точки Мв, оно будет 
вида:
(*1 +  Ц>) F x - т  ( у  1 -Ь F y + Oi Ч- }'z 2)  F z -f (/r+  Щ  0
или
(X lF x -\-У \Р у  +  ZlF z +  ^ \F t) 1  ^(X2F x ~4~ у +  z oF г h F xt) —
Последнее уравнение при переменном X изображает пучок плоско­
стей, проходящих через прямую пересечения плоскостей:
x iF x Л - У ^ у  +  Z\F  г +  K F t =  °> 
X 2 F x  Н ~~У 2 F y  +  4 F z +  k F t =
т. е. прямую пересечения полярных плоскостей точек Мх ,щ М2, Таким
образом, если точка движется по некоторой прямой Lv т о  ее поляр-А 1 .
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ные плоскости проходят через некоторую другую прямую L0. Пусть 
вторая прямая Z,2 определяется двумя точками
М-t (xs : y 3 : z 8 : t3) и (лг4 : y t : zt : t4);
каждая из них лежит на пересечении плоскостей (10), следовательно:
XiFx, +  У xFу, +  гхРН +  K F t ,  =
x zFx3+ У</у, 4- z2F,s+ У ч  =
XxF x t + У х Р у, +  z xF ,, +  * А .  =
x zF x , + y * F y, +  +  V *  =
0,
0,
0,
0.
Первое и третье из этих соотношений означают, что точка М1 
лежит на пересечении полярных плоскостей точек Мъ и Ж4; равным
образом второе и четвертое соотношения 
означают, что точка М2 лежит на пересече­
нии полярных плоскостей точек Ж3 и Мг  
Таким образом отношения между прямыми 
L{ и L,2 взаимны, т. е. если полярные пло- 
- скости точек прямой проходят через 
прямую L2, т о  и полярные плоскости т о ­
чек прямой L2 проходят через прямую Lv 
Две прямые называются полярно-сопря­
женными, если полярные плоскости точек 
одной из них проходят через другую, или, 
иначе, если полюсы плоскостей, проходя­
щих через одну из прямых, расположены 
на другой прямой. Чтобы найти прямую, 
полярно-сопряженную с данной прямой, достаточно взять две точки 
на данной прямой, тогда полярные плоскости выбранных точек своим 
пересечением и определят полярно-сопряженную прямую. В частности, 
прямая, соединяющая две точки поверхности, и прямая, по которой 
пересекаются касательные плоскости этих точек, будут прямыми по­
лярно-сопряженными.
Если две полярно-сопряженные прямые пересекаются между собой, 
то точка их пересечения будет полюсом плоскости, содержащей эти 
прямые, следовательно, эта плоскость как содержащая свой полюс 
будет касательной плоскостью поверхности.
В силу определения полярно-сопряженных прямых ясно, что каждая 
точка А одной из прямых будет полярно-сопряженной с любой точ­
кой А' другой прямой, ибо полярная плоскость точки А первой прямой 
содержит вторую прямую, а следовательно, и любую ее точку А '.
Пусть А будет любая точка пространства и а —-ее полярная пло­
скость относительно некоторой поверхности 2-го порядка (черт. 166); 
возьмем в этой плоскости произвольную точку Л ',ча затем на прямой 
пересечения плоскости а и полярной плоскости а ' точки А' Яозьмем 
произвольную точку В \  Две точки Аг и В' будут полярно-сопряжен­
ными (ибо V  проходит через В ')} в таком случае полярная плоскость (&' 
точки В г пройдет через точку А'.
А
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Точку пересечения трех плоскостей ос, а', (3' назовем через В . 
Точка В будет, очевидно, полюсом плоскости АА'В'\ в таком случае 
тетраэдр АВА'Вг обладает тем свойством, что каждая из его вершин 
является, полюсом противолежащей грани; вместе с тем два противопо­
ложных ребра тетраэдра будут полярно-сопряженными. Такой тетраэдр 
называется автополярным тетраэдром  данной поверхности 2-го порядка; 
очевидно, что для каждой поверхности 2-го порядка существует бес­
численное множество автополярных тетраэдров.
4. Полярные свойства центра, диаметральных плоскостей, диаметров.
9
Так как четвертая гармоническая для середины отрезка есть точка 
бесконечно удаленная и центр поверхности есть середина любой хорды, 
то на лучах, проходящих через центр поверхности, четвертой гармо­
нической для центра будет всегда бесконечно удаленная точка. Отсюда 
следует, что полярная плоскость центра поверхности (когда он будет 
определенной точкой на конечном расстоянии) будет плоскость беско­
нечно удаленная. И на самом деле, уравнение полярной плоскости 
точки (хг : у х ; zi : tj) может быть написано в виде:
x Fxl - т у р,м + zF.t + tF h = ° ;
если (x l : у х : zx : t{) —
ней, то
центр поверхности, не принадлежащий послед-
и уравнение полярной плоскости центра примет вид:
/ =  0,
т. е. это будет бесконечно удаленная плоскость.
Возьмем теперь какую-нибудь диаметральную плоскость, сопряжен­
ную направлению (/ : т  : п), и пучок параллельных хорд указанного 
направления; на каждой хорде четвертой гармонической для точки ее 
пересечения с плоскостью относительно точек пересечения этой хорды 
с поверхностью будет бесконечно удаленная точка; все указанные хорды 
пересекаются в одной бесконечно удаленной точке, поэтому последняя 
у  будет полюсом диаметральной плоскости. Итак, диаметральная 
плоскость, , сопряженная хордам направления I : т  : п, будет поляр- 
ною плоскостью бесконечно удаленной точки, в которой пересекаются 
хорды выбранного направления. Можно также сказать, что диаметраль­
ная плоскость есть полярная плоскость бесконечно удаленной точки 
сопряженного ей диаметра.
Возьмем на диаметре направления /, т ,  п (нормированные угловые 
коэфициенты) некоторую точку, ее координаты будут:
*1 +  /р>. Уу +  щ> *1 +  «P,
где х 17 у v ^  — координаты центра; полярная плоскость какой-либо 
точки диаметра будет:
( * i+ р^) f х 4~ (.Vi 4- щ )  Р у + (z i 4~ пр) р  * 4“ h P t ~  0
167
или
IF . +  m F. +  n F , 4- “h yfu. +  Z\Fz +  h^tP 0.
Черт. 167.
Предположим, что p неограниченно растет и, следовательно, выбран­
ная точка перемещается по диаметру в точку бесконечно удаленную; 
в пределе (р =  со) для бесконечно удаленной точки диаметра уравне­
ние полярной плоскости примет вид:
IFX +  m F - f .nF, =  0,
т. е. это будет уравнение диаметральной плоскости, сопряженной 
направлению / : т  : п.
Какова будет прямая, взаимно-полярная какому-нибудь диаметру? 
Для ее определения надо взять поляррые плоскости двух каких-либо 
точек диаметра; тогда пересечение этих полярных плоскостей и опреде­
лит прямую, взаимно-полярную выбранному 
диаметру. Возьмем на диаметре центр и 
бесконечно удаленную точку. Полярная 
плоскость первой его точки будет беско­
нечно удаленная плоскость, полярная 
плоскость второй точки есть диаметраль­
ная плоскость, сопряженная выбранному 
диаметру. Поэтому прямою, взаимно-по­
лярною данному диаметру, будет беско­
нечно удаленная прямая, лежащая в диаме­
тральной плоскости, сопряженной с этим 
диаметром.
Возьмем три диаметра а , b, с (черт. 167) попарно сопряженных, 
и на диаметре с две точки 714' и ЛГ, тармонически-сопряженных отно­
сительно двух точек пересечения этого диаметра с поверхностью.
Проведем затем через точку М! два луча М'А' и М !В ' , параллель­
ных соответственно диаметрам а и Ь; хорда направления №  А' делится 
пополам плоскостью Ьс в точке М', поэтому на луче №  А' точке М' 
гархмонически сопряжена бесконечно удаленная точка; равным образом 
на лу»е М 'В' точке М' гармонически сопряжена бесконечно удален­
ная точка. Итак, для точки М' на лучах М'А' и М 'В' гармонически- 
сопряженными точками будут бесконечно удаленные точки, а на луче 
М'М" точке М  гармонически сопряжена точка М", поэтому для точки М' 
полярною плоскостью будет плоскость В"М"А"У параллельная пло­
скости Ьа\ для бесконечно удаленной точки на луче М'А' полярною 
плоскостью будет плоскость Ьс> или, что то же самое, плоскость М'М" В". 
Отсюда следует, что прямые М'А' и М"В", соответственно параллель­
ные сопряженным диаметрам а и £, суть прямые полярно-сопряжен­
ные. Таким образом два диаметра сопряженных суть два диаметра, 
соответственно параллельные двум полярно-сопряженным прямым.
Итак, сопряженность хорд и диаметральной плоскости, делящей их 
пополам, сопряженность диаметров — это все отношения полярной 
сопряженности относительно данной поверхности 2-го порядка. Далее 
диаметральная плоскость есть полярная плоскость некоторой беско­
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нечно удаленной точки, центр есть полюс бесконечно удаленной пло­
скости, диаметр есть прямая, полярно-сопряженная некоторой беско­
нечно удаленной прямой; иначе говоря, диаметральные плоскости, 
диаметры, центр являются элементами полярно-сопряженными соответ­
ствующих несобственных (бесконечно удаленных) элементов (точек, 
прямых, плоскости). Пусть мы имеем три попарно сопряженных диаме­
тральных плоскости поверхности 2-го порядка с центром на конечном 
расстоянии, и пусть эти плоскости по две пересекаются по диаметрам; 
(попарно сопряженным) а, b, с. Присоединим к этим трем диаметраль­
ным плоскостям бесконечно удаленную плоскость; тогда эти четыре 
плоскости образуют автополярный тетраэдр. В самом деле, точка пере­
сечения трех выбранных диаметральных плоскостей (центр поверхности) 
будет полюсом четвертой грани, именно бесконечно удаленной пло­
скости; плоскость, например ab> будет полярною плоскостью беско­
нечно удаленной точки, находящейся на диаметре с. Таким образом 
каждая из вершин такого тетраэдра (из которых три будут бесконечно 
удаленными точками на диаметрах а , b, с) является полюсом противо­
положной грани, т. е. тетраэдр автополярный.
ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ.
К § 1.
1. Какие две точки называются полярно-сопряженными относительно 
поверхности 2-го порядка?
2. Каким условием связаны координаты двух полярно-сопряженных точек?
К § 2.
3. Что называете# полярною плоскостью данной точки относительно поверх­
ности 2-го порядка? Каким уравнением изображается полярная плоскость 
данной точки?
4. Как находятся координаты полюса данной плоскости? В каком случае 
данной плоскости соответствует единственный определенный полюс относи­
тельно заданной поверхности 2-го порядка?
5. В каком случае полярная плоскость обращается в касательную плоскость 
поверхности?
6. Каким свойством обладают полярные плоскости двух полярно-сопряжен­
ных, точек?
7. Какие две плоскости называются полярно-сопряженными относительна 
поверхности 2-го порядка?
К § 3.
8. Какие две прямые называются полярно-сопряженными относительно 
поверхности 2-го порядка?
9. Как располагаются относительно поверхности 2-го порядка две полярно- 
сопряженные прямые, если они пересекаются между собой?
10. Что называется автополярным тетраэдром поверхности 2-го порядка?
• \
К § 4.
11. Каковы полярные свойства диаметральных плоскостей, диаметров и 
центра поверхностей 2-го порядка?
Упражнения. 792. Вывести условие полярной сопряженности двух точек 
(или, что то же самое, уравнение полярной плоскости), исходя из общега 
полярного уравнения поверхности 2-го порядка:
Л4р2 +  2Np +  R =  0.
Ш
793. Дана поверхность 2-го порядка своим уравнением:
ж  три точки (0; Ь; с ), ( а ; 0; с ) , ( а ;  Ь; 0). Найти точку, которая была бы сопря 
женной относительно заданной поверхности с каждой из заданных точек.
794. Найти координаты полюса плоскости:
их +  vy +  wz +  pt =  0
относительно каждой из поверхностей:
и
795. Найти условия, при которых две прямые:
х — х' _ у  —у  __z — z' 
V т ! п'
х — хп _ у —у" __ Z— z” 
I" ~  т "  ~  п"
‘будут полярнб-сопряженными относительно поверхности 2-го порядка.
796. Прямые, полярно-сопряженные относительно шара, взаимно перпенди­
кулярны.
797. Если вершины одного тетраэдра служат полюсами граней другого 
тетраэдра относительно какой-либо поверхности 2-го порядка, то вершины 
второго тетраэдра будут полюсами граней первого. Два таких тетраэдра назы­
ваются взаимно-полярными относительно заданной поверхности 2-го порядка; 
если два взаимно-полярных тетраэдра совпадают в один, то последний будет 
сам себе взаимно-полярным, или иначе, — автополярным.
798. Составить уравнение поверхностей 2-го порядка, для которых коор­
динатные плоскости и бесконечно удаленная плоскость образуют автополярный 
тетраэдр.
799. Геометрическое место полюсов касательных плоскостей поверхности S ' 
относительно поверхности 2-го порядка S  называется взаимно-полярною поверх­
ностью S "  поверхности S ' относительно S. Для поверхности:
найти взаимно-полярную поверхность S "  относительно поверхности S:
Г л а в а  XIX.
Инварианты уравнения поверхности 2-го порядка и
приведение его к каноническому виду.
Настоящая глава, последняя глава второго концентра, содержит прежде 
всего вывод инвариантов общего уравнения поверхности 2-го порядка отно­
сительно любого преобразования координатной системы, состоящей из произ­
вольного изменения направлений координатных осей (короче: поворота осей) 
и из переноса начала координат в любую как угодно заданную точку?
Геометрическое изучение свойств поверхностей 2-го порядка показало 
нам для поверхности каждого определенного класса существование особой 
координатной системы, по отношению к которой уравнение данной поверх­
ности может быть написано в наиболее простой форме.
Зная наперед вид такого упрощенного уравнения, мы для определения 
значений его коэфициенюв можем не производить преобразования координат 
к новой системе; эти коэфициенты преобразованного уравнения могут быть 
определены из условий равенства соответствующих инвариантов для старого 
и нового уравнений поверхности.
Вместе с тем приведением общего уравнения поверхности 2-го порядка 
к каноническому виду уже окончательно определяется тип поверхности, чего 
мы не могли достичь одним лишь исследованием центра или места центров по­
верхности.
1. Инварианты.
•-
Пусть нам дана поверхность 2-го порядка, относительно некоторой 
декартовой системы координат своим общим уравнением:
« и * 2 +  а.22/ 2 +  « 88г2 -f- 2a2Syz 2a8lzx  - f  -j-
+  2aux  - f  2a24>  - f  2abiz a44 =  0; (1)
перейдем теперь к какой-либо новой системе координат, произведя 
в уравнении (1) замену (§ 5 гл. XV):
х  — 1хХ  -[-1%Y - f-1§Z
У =  mxX  -f- m8 Y -j- m3Z  -j- y x, (2 )
z =  ntX  -[- n2 X +  « 3Z -}- z v
Преобразованное уравнение поверхности примет аналогичный вид:
«п*4 «44 «442au YZ-+ 2a'slZX+
+  2 a ^ Y + 2 a '3lZ +  a'u  =  0, (3)
где каждый из новых коэфициентов aik определенным образом выра­
зится через старые коэфициенты aiJc уравнения поверхности и через
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козфициенты преобразования (2). Известно, что общее преобразова­
ние (2) координат зависит от шести существенных параметров (если 
считать заданными координатные углы новых осей), именно трех 
параметров, характеризующих поворот осей, и трех параметров, харак­
теризующих перенос начала (последними будут х и y v z j .
Итак, каждый из новых коэфициентов a'ik будет выражен через ста­
рые коэфициенты aik и через шесть параметров преобразования; 
между всеми этими величинами мы, таким образом, будем иметь десять 
соотношений, по числу новых коэфициентов. Если из указанных десяти 
уравнений между новыми и старыми козфициентами уравнений поверх­
ности и шестью параметрами, характеризующими самое преобразование 
координат, исключить шесть указанных параметров преобразования, то 
мы получим четыре соотношения только между новыми и старыми 
коэфициентами уравнений поверхности (1) и (3). Эти четыре соотно­
шения, как не содержащие параметров преобразования, будут оста­
ваться неизменными, куда бы мы ни переносили новое начало координат 
и как бы новая тройка координатных осей (с заданными координат­
ными углами между ними) ни была расположена относительно старых 
осей. Поэтому четыре таких соотношения между старыми и новыми 
коэфициентами называются инвариантными (неизменными) соотношениями 
между этими коэфициентами.
Будем искать эти инвариантные соотношения. Рассмотрим предва­
рительно поворот осей, предполагая начало координат неизменным; 
такое преобразование определится однородными выражениями старых 
координат через новые:
х  =  lxX  -J- Y +  /3Z,
у  =  m l  X - |-  т 2 У  - f-  m ^ Z , ( 2 ' )
z =  плХ  - f  n2Y -)- tt3Z;
при этом группа членов второй степени уравнения (1) преобразуется
отдельно в группу членов второй степени уравнения (3)
✓
а пх 2 +  - f  я33г2 +  2a23yz  +  2aglzx  +  2а12ху з= ■
=  4- +  К  Y Z +  2a'slZX-t- 2avXY. (4)
✓  * ,
Запишем это соотношение символически в виде:
F, -  К -  о о
• • 4 ^
»
Указанное соотношение тождественно в том смысле, что оно вы­
полняется для любых координат л:, у, z при условии, что Х у К, Z 
связаны с ними соотношениями (2'); иначе можно сказать, что соотно­
шение (4) выполняется тождественно для любой точки пространства, 
если х, у, z —  ее координаты па старой системе, а X, Уу Z — коор­
динаты той же точки по новой системе.
Вместо того чтобы в группе членов 2-й степени уравнения (1) про­
изводить сложное преобразование (2'), мы возьмем некоторое тожде­
ственное соотношение, характеризующее это преобразование. Такое соот-
1*72
ношение мы получим, если напишем, чго квадрат расстояния точки М  
от начала сохраняет свое значение, т. е. что:
х 2 -\~у2 -(- z2 -j- 2yz -f- 2гдг оо2 -f- 2ху со8 ===
=  х г  +  у2+ z 2 4 - 2 y z  <о' +  2Z^o>'+ 2ХУш3, (5)
где ш2, ш3 —  косинусы углов координатных осей старой системы,
я со^ , а>2, Од —  косинусы соответствующих углов новых координатных
осей. Тождество (5) надо понимать в том же смысле, как и тожде­
ство (4), т. е. что оно выполняется для любой точки пространства. 
Соотношение (5) будем для краткости писать в виде:
d2 S3 d% (50
Из двух тождеств (4 0  и (5 0  вытекает тождество:
F2 — s i f  =  F'2 — sd"1 , (6)
где 5 —  пока любое число.
Уравнение
F2 — sd2 =  0, (7)
как уравнение однородное относительно координат, изображает в преж­
ней системе координат конус или пару плоскостей; из тождества (б) 
следует, что уравнение
— s / 2 =  0 (7 0
изображает ту же поверхность, как и (7 '), только в новой системе 
координат. Выберем параметр s так, чтобы уравнение (7) изображало
пару плоскостей; для этого необходимо, чтобы дискриминант этого
уравнения был равен нулю:
« ц -— 5 «12 5а)з «13 — 5(02
«21 ‘— S(B3 «22 S #28 -— 5001 ■  — 0. (8)
«31 '— .  —4 аш 5Ш1 «83'—  5
Но в таком случае и уравнение (7 0  при том же значении 5 изобра-
жает пару плоскостей, т. е. его дискриминант тоже равен нулю:
/ / / / /
«п ---5 «12 —  *<“з &
г Г / / /
=  0. (8 0«21 «22 ---5 « 2 3 - - 5ШХ
/ / Г /
а ы —  50)2 «за ---5401 «зз ~~ 45
Так как уравнения (8) и (8 0 должны давать равные значения
для 5, то коэфициенты их при соответствующих степенях 5 должны 
быть пропорциональны. Пусть 8 будет дискриминант старщих членов 
уравнения (1) данной поверхности:
«11 «12 «is
«21 «22 «23
«si «32 «зз
8
и через Q обозначим определитель:
1 <°з (02
Q = со3
1
1
<*)-2 <°1 1
Назовем через 8Х определитель, полученный из 8 заменой его первого 
столбца первым столбцом определителя Q, т. е. положим:
1
^ 1 2 Л 1 3
СО
3
^ 2 2 a 2 S
°> 2 й В 2 a Q S
Подобным образом 82 пусть обозначает определитель 8, в котором 
второй столбец заменен вторым столбцом определителя Q; наконец, 8S 
получен из 8 заменой его третьего столбца третьим столбцом опреде­
лителя Q.
Далее пусть 823, 831, 812 обозначают те определители, которые
получаются из 8 заменой двух столбцов, отмеченных индексами, j  соот­
ветствующими столбцами определителя Q.
Условившись в этих обозначениях, разложим определитель ' (8) 
в сумму определителей и соберем затем члены с одинаковыми степе­
нями 5, тогда получим уравнение:
8 —   ^(8Х -j- 82 -f- 83) -f- s2 (823-j- 831 -j- 812) —  ssQ =  О, (9)
*
совершенно так же поступим с уравнением (8'); получим:г
а' -  s ( К + к +<)+S2 (4+4 + 4) -  Л>' = 0. (9 О
Как сказано, коэфициенты этих уравнений должны быть пропор­
циональны: „
_5
о
Сч | tN 1 о
°1 ~Г °2 ~Г °3 
S'l -р о'2 -р о'з
^23 ~ Р  °31 Ч ~ °12
« s '  , « s '  | « s '
°23  +  °31  +  °12
что дает три отдельных соотношения:
°2 3  +  h i  +  °1 2  h s  +  h i  +  512
Q о/
+  h  +  h  h  +  h  +
У о/
Ь ___ У
У ~ o r  ‘
Эти равенства показывают, что некоторые выражения, составлен­
ные из коэфициентов уравнения данной поверхности (и косинусов ко­
ординатных углов), сохраняют свои значения в любой системе коор­
динат (перенос начала не меняет старших коэфициентов); такие
1 7 4
выражения называются инвариантами уравнения поверхности, 
получили три таких инварианта:
23 +  031 +  *12
Q У
Выше мы
+  В2 +  о3
Q У
( S
Следуя такому же приему и взяв вместо старших членов уравне­
ния поверхности полностью его левую часть, мы можем получить то­
ждество:
2F (x , у, z) — .sd2 == 2F' (X, Y, Z) — sd '\
Выберем теперь параметр s так, чтобы уравнение
2 F  (л:, у у z) — sd2 =  О
изображало конус, т. е. чтобы его дискриминант равнялся нулю:
а 11 - s , ч а 1 2 —  $0)3 + з - 1 С
о
8
to а и
й 21 ~ —  $<о з a Q,2 - 5
1С
О
<3 - 5 ( 0 Х a 2 i
- s a ) 2 ° 3 2  ~ - S 0 > x ^ 3 3 -  S
С
О
<3
% й \2 ^ 4 3 ^ 4 4
Развернем это уравнение по степеням s и выпишем его два край­
них члена:
A — s (  ) ± s * (  ) - s * - a u Q =  0.
Рассуждением, подобным предыдущему, легко 
ливость равенства:
я44 Q
А'
' г/ »
44
обнаружить справед-
так как мы поворачивали лишь оси координат, не изменяя начала, то 
свободный член уравнения при таком преобразовании не меняется:
следовательно:
/
#44 =
А _  А' -
Q ~  Q/ >
\
что показывает, что выражение:
является новым инвариантом поворота осей.
Коэфициенты старших членов уравнения, входящие в три первых 
инварианта, не изменяются при переносе начала координат; с другой
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стороны, А, как было доказано в § 2 главы XVI, сохраняет свое зна­
чение при переносе начала. Таким образом четыре выражения:
1 __  °23 “Ь *81 “Ь °12
5 >
“Ь 2^ "Ь 03>
не изменяют своих значений при переходе к любой новой системе ко­
ординат (декартовой же), короче говоря, они являются инвариантами 
уравнения поверхности. Уравнение (8) или (9), которое теперь может 
■ быть написано в виде: ^
— / i ^  +  ZaS — /8 =  0, (11)
.мы уже встречали при определении главных направлений поверхности; 
тогда мы его назвали характеристическим уравнением и упомянули, 
что оно всегда имеет действительные корни; как следовало ожидать 
еще в той прежней задаче, это уравнение не меняет своего вида от 
преобразования координат.
Весьма важное значение имеют корни этого характеристического 
уравнения; предположим, что за оси координат берутся главные на­
правления поверхности (т. е. оси попарно сопряжены и попарно 
взаимно перпендикулярны), тогда в новой системе координат будем 
иметь: }
#23 =  0, <?31 =  О, С112 ~
и характеристическое уравнение примет вид:
или
т. е. корни его будут
all s 0 0
0 «22 5 0 =  0
0 0 as3 5
( *и - -  S ) («22 - s) («33 — s) =  o,
SX = «Х1> 4  =
/ f
а гч? 5з ^зз *
но коэфициешы характеристического уравнения суть инварианты, по­
тому его корни не зависят от выбора координатной системы, следо­
вательно, они всегда будут иметь указанные значения (12). Итак, 
корни характеристического уравнения суть коэфициенты при квадра­
тах координат уравнения поверхности, отнесенной к главным напра­
влениям.
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Ниже мы укажем применение полученных инвариантов к упроще­
нию уравнения поверхностей 2-го порядка.
2. Упрощение уравнения центральных поверхностей.
Уравнение поверхностей, имеющих центр На конечном расстоянии 
(S ф  0), может быть приведено к своему простейшему виду следую­
щим образом.
За начало координат примем центр поверхности; тогда в преобра­
зованном уравнении члены с первою степенью координат пропадут:
далее за оси координат возьмем, главные направления поверхности, 
в таком случае:
Я23 === ai2 ==
/ •
и уравнение поверхности, отнесенное к прямоугольной системе коорди­
нат, будет вида:
а> + 4  у2+ 4  ^ + 4 = о, с 1 з)
причем коэфициенты при квадратах координат будут корнями харак 
теристического уравнения (8).
Так как свободный член характеристического уравнения равен
и отличен от нуля в нашем случае, то ни один из корней характери­
стического уравнения не равен нулю. Если Л *=  0, то уравнение (13) изо­
бражает конус того или другого вида, смотря по знакам коэфициентов 
при квадратах координат.
Если А ф  О, то в уравнении (13) можно свободный член перенести 
в правую сторону и затем все уравнение на него разделить, тогда:
В дальнейшем все будет зависеть от знаков корней sv $2 и s3 и 
выражения у .  Если все-три корня одинаковых знаков, т о ' коэфициенты
д
уравнения (14) будут или все положительны (если корни и 4 - имеют
• V  ^
Д
противоположные знаки) или все отрицательны (если корни и у  имеют 
одинаковые знаки); таким образом уравнение (14) будет или вида:
или вида:
уэ
№ ё*
(1.5)
s
(150
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\
Если корни характеристического уравнения имеют разные знаки, 
то или два из них положительны, третий отрицательный, или, наобо­
рот, один положительный, два отрицательны; в первом случае коэфи- 
циенты уравнения (14) могут иметь знаки:
при у  <  О
во втором случае они будут иметь знаки:
Д . Л при у  <  О
при у  >  О
Итак, если характеристическое уравнение имеет корни разных знаков, 
то уравнение (14) представляет в отношении знаков коэфициентов 
лишь два случая: два его коэфициента положительны, третий отри­
цателен или, наоборот, один коэфициент положительный, два других 
отрицательны; какой из корней приставить коэфициентом к той или 
другой координате, не имеет значения, так как мы всегда можем 
изменить наименование осей. Таким образом в случае корней разных 
знаков мы приходим к двум видам уравнения (14):
(1б>
Поверхность, изображаемая уравнением (15), называется эллипсои­
дом; уравнение (15 ') не удовлетворяется ни при каких действитель­
ных значениях координат, поэтому говорят, что оно изображает мни­
мую поверхность.
Поверхности, изображаемые уравнениями (16) и (17), называются 
гиперболоидами, первый из них однополостным (или гиперболоидом 
первого рода), второй—- двуполостным (или гиперболоидом второго 
рода).
Знаки корней характеристического уравнения (9) могут быть опре­
делены до его решения по следующему правилу Декарта, Будем гово­
рить, что два рядом стоящие коэфициента уравнения представляют 
перемену, если они разных знаков, и последовательность, если они 
одинаковых знаков; правило Декарта в применении к характеристиче­
скому уравнению будет таково: так как все корни уравнения действи­
тельны, то число положительных его корней равно числу перемен 
среди его коэфициентов; остальные корни будут отрицательными.
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Пример 1. Определим вид поверхности, заданной относительно прямоуголы 
ной системы координат уравнением:
о с  9 Я  Д  1 4
2 5 *2  +  18у2 +  11*2 _  g y *  +  8* у  +  ~ *  +  *  + —  =  0.
I #
С этой целью составляем и вычисляем оба дискриминанта уравнения:
13
о
25
•
4 0
4 18 — 4
0 — 4 11
=  6.93, Д =
25 0
18
0
13
3
14
3
11
_2
3
3
U
,3
2_
6
14
9
== — б-92
Затем составляем характеристическое уравнение:
25 — 5 . 4 0
=  0.' 4 18 — 5 — 4
. 0  — 4 11— 5
Развернув его левую часть хотя бы по правилу Сарруса, находим:
(25 — 5) (18 — 5) (11 — 5) — 1 б (25 — 5) — 16 (11 — 5) =  0
или по приведении двух последних скобок:
(25 — 5) (18 — 5) (11 — 5) — 32(18 — 5) =  0. ‘
Здесь становится очевидным один из корней характеристического уравнения
5Х =  18,
два других определятся затем из квадратного уравнения:
(25 — 5) (11 — 5) — 32 =  0
243 — 365 +  ,у2 — о.
52 =  9, 53 =  27.
Таким образом каноническое уравнение (13) для нашего случая будет:
9л:2 4- 1Ру2 +  27.Z2 — =  0,'У
и оно изображает эллипсоид.
Пример 2. Пусть нам дано уравнение:
х2 +  2'у2 +  3z2 +  Syz — 4 zx — 2 ху -
или
Следовательно:
1 0 *+  13^+16* =  о
по отношению к прямоугольной системе координат. Вычисляем его дискримиг
нанты
л — 1
1 --1 — 2
2
\
3
2
2
3
2
со
5 
4 *
1 —1 —2 —5
— 1 2 3 132 2
— 2 32 3 8
13
А 0— 5 8
65
2
12* 179
и составим характеристическое уравнение:
1 — s — 1 —
—  1 2 32
2
=  0 .
3
2
Развернув левую часть последнего по правилу Сарруса:
(1 — s ) (2 — *) (3 — $) +  6 — 4 (2 — s) — |  (1 — s) — (3 — =  0,
* ' Г I
1 .
сделаем приведение четырех последних членов, тогда:
(1 —  s ) (2
29
(1 s) =  0,
таким образом один из его корней будет:
S i = l ,
а два других найдутся из уравнения:
29
( 2 - i ) ( 3 - « ) - ^ = 0 .
так что
УЗО +  5 ss = Узо2 2
.  1 '  •
Итак, уравнение поверхности, отнесенной к главным осям и центру, будет:
„  +  У Ж ± _ 5 у _ У Ж - 5 2, 2 6 = 0 ,
и оно изображает однополостный гиперболоид.
Пример 3. Возьмем теперь уравнение (относительно прямоугольной системы 
координат):
—Зх2 -\-у2 +  2z2 — Зху — 4xz'+  12yz —- 4х — 2у — ^  == 0;
вычисляем его дискриминанты:
— 3 -
. . 1
— 4 -- 2
f
— 4 1 6
— 2 6 2
= . 162, Д =
3 - 1 1- 2
4 1
. %
6
2
CD 2
2 -- 1 0
■ 2
•1
0
4_
3.
=  — 54.
Развернув характеристическое уравнение
t 9 '• • •
—3 —s — 4
4
2.
1
—  2 
s 6 
6 2 — s
— О,
т. е.
(—3 — ^>(1 —4) (2 
мы видим, что оно имеет корень:
s) + 5 6  (3 +  5) =  0,
^х= — 3; ■:
, к
тогда, сократив его левую часть на — (3 +  ,?), из уравнения
— 54 — 3s-f-s2 =  0
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определим два егр других корня:
2^ =  9, So =  6.
Поэтому уравнение поверхности, отнесенной к главным осям и центру, будет:
^  6*2 — Зу2 +  9*2 _ - 1  =  о,
и оно изображает двуполостный гиперболоид.
Пример 4. Наконец,,возьмем уравнение:
5л:2 -j- 14у2 — ,г2 — 28ху — 32 xz  — 4yz +  14л: — 8у — 10z +  4 =  0;
* /  •  •  . , !
его дискриминанты будут:
5 — 14 _ 1 б
6 =  — 14 14 — 2 = — 6 • 93, Д =  “  “  ~ = 0 .
- 1 6  — 2 — 1 — 5
— 16 — 2 — 1
5 - - 1 4 - -16 7
14 14-- 2  -- 4
16-- - -  -- 5
7 - - 4 - - 5 4
Первый из них отличен от нуля, второй же равен нулю; следовательно, 
уравнение изображает конус.
Характеристическое уравнение, если предполагать систему координат пря­
моугольной, будет:
=  0.
5 — s  -- 1 4 - 1 6
14 14 —  ^ --  2
— 16 - 2  --  1
Развернув его и сделав приведение, получим:
— 6 • 93 +  405^ Ч- 18^ 2
так как его коэфициенты кратны 9, то положим s =  9/, тогда:
— 6 +  5Г+2Г2_  =
и корни последнего, очевидно, будут:
А =  з, А “  1» А ~  — 2.
Итак, приведенное уравнение конуса напишется в виде:
27Х2 +  9У2— 18Z2 =  0 
или
3 * 2+ У2 — 222 =  0.
• /  •  '
Упражнения. 800. Привести1) к каноническому виду каждое из уравнений:
1) * 2+ у 2 +  2г2 — 2*л; +  4у — 3z =  0,
2) лг2 -J- у 2— x z — 1 = 0 ,
3) у2 +  4z2— 2zx +  2y-j-5 =  0,
4) 2х2 -|- Зу2 -}- 4z2 —yz  +  zx  — ху  -)- 12л: — 4у +  122 +  26 =  0.
5) л:2 +  2у2 +  z2 -j- 3yz — 2ху — 6л: -|- 7у +  6z +  =  0.
О
801. Привести к каноническому виду уравнения:
1) x2+ y 2 +  z2 +  xy +  2x =  0,
2) У* +  гх  +  ху +  1 =  0
и найти, кроме того, центр и главные плоскости каждой из поверхностей.
1) Во всех последующих упражнениях на упрощение уравнений поверх­
ностей или на определение их типа, если не сделано специального указания, 
систему координат надлежит считать прямоугольной.
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3. Поверхности без центра.
Если поверхность не имеет центра на конечном расстоянии (8 =  0), 
то нельзя выбрать начало координат так, чтобы в уравнении поверх­
ности пропали все члены с первыми степенями координат.
Сохраняя пока начало, возьмем за оси координат главные направле­
ния, тогда уравнение поверхности будет:
+  S2 V2 +  2аих-f- 2 a2iy-j- -j- д44 =  0; (18)
один из корней характеристического уравнения равен нулю, так как 
8 =  0. Далее перенесем начало координат в точку {х х\ y t; zx), тогда 
преобразованное уравнение будет:
« I*2 +  %У2 +  2в14лг +  2a'ty  - f  2a'tz - f  а =  0,
причем:
ан ~  S 1X 1 +  1^4»
aL =  %Vl +  а24>
а 'м~  а34>
aL = -ь — 2aux t +  2 а24у х +  2 au zx +  аи .
Здесь ясно, что ни при каких 
циент при г не обращается в 
можем выбрать так, что
й 14 =
конечных значениях ( х х; y v zx) коэфи- 
нуль, но новое начало координат мы
= ° L  =  а44 =  0*
Если а34 =  0, то уравнение (18) будет изображать цилиндр, у ко­
торого имеется прямая центров (ось), так что, если мы желаем иметь 
в виду собственно поверхность с центром в бесконечно удаленной
точке, мы должны считать я34 ф  0, равным образом и sx ф  0, s2 ф  0- 
В указанном случае легко видеть, что предыдущим условиям мы мо­
жем удовлетворить, выбирая для нового начала конечные значения 
координат x v y lf zv  В самом деле, уравнения:
=== 1^*^ 1 а14 ==
«44 =  « Л 2 +  4_У[2 +  2аих г +  2a24y t -|i 2aS4zt -4-аи =  0 
дадут при а34 ф  0, sx ф  0, s2 ф  0 конечные значения:
* Si*!2 «У2У12 +  ~aUXl ~Ь ^а2\У\ а44- 1 -■ J-n-r ■ ' - — в
2 аи
182
В таком случае окончательное уравнение поверхности будет:
s i x 2  +  h f  +  2 a 'u z  =  °- (19)
что касается коэфициента « 4 то его можно вычислить с помощью
4-го инварианта: ■
s i 0 0 0
0
О(Nсо 0
Л = 0 0 0 й34
*
0 0 Йз1 0
т. е. I* «
' 4== $lS2
J  2 
Л34’
откуда
й34 = f V -
h
S1 S2
(20)
Если в уравнении (19) коэфидиент aL не обращается в нуль (это
«будет, если / 4 ф  .0 или А ф  0), то на1 него можно разделить все ура-
знение: •
j i/ * * + 4 ^ * = = —2 z. (190
аз± 34 ■
Коэфициенту аи можно по желанию придать любой знак подста-
новкой 2: вместо^ z,j т. е. изменением направления оси z\ если оба
придать вид:
X2 у у 2
7 ' И
2z; (21)
если же s, и s2 имеют разные знаки, то уравнение (190 будет вида:
X2 1*2
j - - = 2 z .  (22)
В обоих случаях (21) и (22) мы считаем параметры р и q поло­
жительными; первая поверхность (21) называется эллиптическим пара­
болоидом, вторая (22) называется гиперболическим параболоидом.
Пример 1. Для приведения уравнения:
12л:2 +  6у2 '+  9г3 — \2xz +  3 2yz +  14лг — 40у — 20z +  28 =  0
к каноническому виду составим прежде всегоч дискриминант старших- коэфи- 
диентов и дискриминант всех коэфициентов:
12 0 —6 7
0 6 6 —  20
— 6 6 9 — 10
7 — 20 — 10 28
183
12 0 —6 •
. 
. 
j
II£&. 0 6 6•
— 6 6 9
.  А -
(
Первый из них равен нулю, второй же отличен от нуля и равен — 2-812, 
уравнение изображает какой-то параболоид. Составим далее характеристиче­
ское уравнение:
12 — 5 О
О 6 — 5
— 6 6
так как дискриминант старших коэфициеитов равен нулю, то один из корней 
характеристического уравнения равен нулю; развернув его, найдем два дру­
гих корня:
s1 =  9, s2 =  18;
они одинаковых знаков, следовательно, данное выше уравнение изображает 
эллиптический параболоид; третий коэфициент |его приведенного уравнения 
определится по формуле (20):
- V
2-812
9-18
»
±9.
Итак, уравнение поверхности*будет:
9л:2 +  18у2 =  2 • 9 - г,
или
х- +  2у2 =  2z.
Пример 2. Возьмем теперь уравнение:
— 32л:2 +  82у2 +  31-г2 + 1 7 6ху — 80хг — Шуя -f- 20х +  44у +  340* — 166 =  0,
его дискриминанты будут: "
— 32 88 -
о =
32
88
40
88
82
52
=  0, А =
88 82 
— 40 — 52 
10ч 22
следовательно, характеристическое уравнение:
40
52
31
-40
-52
31
170
10
22
170
166
=  +  8- 8Н,
32 — 5 88 :- 4 0
88 82 — 5 --5 2
40 - 5 2 31 —
=  0
имеет один корень,[равный нулю; два же других корня легко найдутся и будут:
=  162, $2 =  — 81;
по ним и дискриминанту всех коэфициеитов определится третий коэфициент:
/ 8-814
162-81
=  нн 162.
Следовательно, приведенное уравнение поверхности будет:
162*2 _ 8 1 у 2 =  324*
или
— •— =  2 z .
Упражнения. 802. Привести к каноническому виду уравнения:
1) 4лг2 -J- Зу2 -j- z2 — 4zx-\-y — Sz — 2 =  0,
2) 5*2 —j 2^ -j- z2 4xy +  6zx -(- 2л: -f- 4y -)- 6>г -— 8 =  0>
803. Привести к каноническому виду уравнение:
2y*-\-z* — byz +  4x +  z=zO
• ...
и определить главные плоскости поверхности.
42 Цилиндры, пары плоскостей.
Если данное уравнение 2-й степени изображает поверхность с пря­
мою центров на конечном расстоянии, то, перенося, начало координат
4
в какую-либо точку прямой центров, мы уничтожим в уравнении члены 
с первыми степенями координат; выбирая затем за направления новых, 
осей координат главные направления поверхности, мы группу старших 
членов приведем к сумме (в алгебраическом смысле) квадратов коор­
динат. Таким образом преобразованное уравнение примет вид:
s ^  +  s ^  +  a ' ^ 0 ;  (23)
однако, так как /4 для прежнего уравнения, а следовательно, и для» 
преобразованного, обращается в нуль, то сравнение прежнего и нового 
выражений этого инварианта не даст нам уравнения для определения
коэфициента а44. '
В этом случае нам придется итти несколько иным путем; предпо­
ложим, что мы прежде перенесли начало координат, тогда преобра­
зованное уравнение будет:
а пх% +  «22 У1 +  я83г2 +  2 aysyz +  2 +  2 +  а44 =  0, (24)
причем коэфициент #44 определится способом, 
главы XVII, именно по формуле:
Чк
указанным в конце § &
Когда мы затем будем изменять только направление осей для 
уравнения (24), то свободный член последнего не изменит своего зна­
чения; итак, окончательное уравнение будет вида (23), причем свобод­
ный член должен быть вычислен по формуле (25). Если в уравнении
(23) окажется, что я44 =  0, то оно будет изображать пару плоскостей,
пересекающихся по оси Oz (прямой центров); если же а'и ф  Ф то  
уравнение можно привести к виду:
—  (23 ')
а .. а
Если и s2 имеют одинаковые знаки, но противоположные знаку 
аи’ то Уравнение изображает эллиптический цилиндр; если sv $2 и аш
имеют одинаковые знаки, уравнение изображает мнимый цилиндр; на­
конец, когда $х и s2 имеют разные знаки, то уравнение будет изобра­
жать гиперболический цилиндр. Если данное уравнение (23) изображает
(при а44 =  0) пару плоскостей, действительных, когда s t и s2 разных
знаков, то уравнения каждой из этих плоскостей в отдельности могут 
быть написаны в виде:
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щричем здесь под X  и Y разумеются левые части нормированных урав­
нений двух главных диаметральных плоскостей поверхности. Гораздо 
проще получить отдельные уравнения плоскостей.} на которые распа­
дается  поверхность, разрешая уравнение последней относительно 
одной из координат через другие; выбранная координата в этом слу­
чае должна выразиться линейной функцией двух других.
Пример 1. Уравнение:
х2 +  4у2 -|- 9г2 +  4ху — блг— 12у =  0
изображает поверхность, имеющую на конечном расстоянии прямую центров:
х  —}- 2у — 3 =  0,
(2лг +  4у — 6 =  0),
9 z =  0,
притом не принадлежащую поверхности, следовательно, последняя будет эллип­
тическим или гиперболическим цилиндром. Составим оба дискриминанта:
1 ю 0 — 3
2 4 0 — 6
0 0 9 0
3 -- 6 0 0
1 2 0
о = 2 4 0
0 0 9
тогда, например, получим:
Составляя и решая характеристическое уравнение, найдем: ^  =  5, s2 =  9, 
щ =  0; следовательно, упрощенное уравнение поверхности будет:
5*8 +  9у* — 9 =  0,
юно изображает эллиптический цилиндр.
Цример 2. Для уравнения:
25л:2 +  10у2 +  7322 — 64yz +  94-глг — 32 ху — 52л: +  40у — 44z — 20 =  0
«оставим оба дискриминанта:
25 — 16 -47 --2 6
16 10 — 32 20
47 — 32 73 --2 2
27 20 — 22 --2 0
шычтем из элементов третьей строки определителя Д семикратную сумму 
соответствующих элементов двух первых строк, а к элементам четвертой строки 
прибавим десятикратную такую же сумму, тогда мы получим:
25 -
«
-1 6 47 — 26
— 16 10 — 32 20
— 16 10 — 32 20
64 --4 0 128 — 80
Теперь видно, что определитель Д будет ранга 2, дискриминант о тоже 
ранга 2; поэтому данное уравнение изображает пару плоскостей, пересекаю­
щихся ло прямой ла конечном расстояний. Чтобы получить уравнения каждой
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из этих плоскостей в отдельности, разрешим данное уравнение хотя бы 
относительно х, рассматривая его как квадратное уравнение:
25^2 +  2* ( — 16у +  472 — 26) +  (10у2 +  7 3 * 2  — 6 4 -уг +  40у — 44z — 20) =  0,
тогда мы получим:
16у— 472 -f- 26 Y 6 (у +  82 — 14)
25
ИЛИ
25х — (16 ±  Уб ) у  +  (47 ц: 8 / 6 )  г — 26 ±  14 Уб =  0.
Если поверхность имеет бесконечно удаленную прямую центров, 
то она, как было показано, представляет собой параболический цилиндр; 
в этом случае дискриминант 8 должен быть ранга, равного единице, 
все его миноры-определители 2-го порядка должны обращаться в нуль; 
поэтому соответствующие элементы его строк пропорциональны
а п  _ _  а12 _ _ *1 3
а21 а 22 а23
а 21 _ __ а22 _ _  ^23
а31 а32 а33
Из этих соотношений следует, что:
а 23 V 22^ 33» а1Ъ V а11а22’ а \%
а 12а 23
а 22
(26)
V a n a88, (26')
где радикалы правых частей подразумеваются взятыми со знаком 
соответствующей левой части; в таком случае группа старших членов 
уравнения: . ,
равная:
« и * 2  +  « 2 2 У  +  a‘i? /L +  2  О +  2 я 3 1 г л г  - f -  2а^ху,
( V «1 У  - f  V а 22у  +  V «as2)2»'
представляет собою полный квадрат линейной функции координат 
Ху уу 2. При условиях (26') приведение общего уравнения параболи­
ческого цилиндра к каноническому виду нетрудно сделать способом, 
аналогичным тому, который мы применяли к параболе на плоскости. 
В самом деле, уравнение параболического цилиндра можно написать 
в виде:
(V<*их  +  V  «а &У +  V  «ззг)2 +  2аих  +  2я.24.У +  2а?лг  +  «44 =  °> (27)
откуда следует, что плоскость-
\
2аих-\- 2а24у  -f- 2аыг  -(- аи — 0
пересекает поверхность по двум совпадающим прямым, т. е. она 
касается поверхности; плоскость
/ ' % 
будет одной из диаметральных плоскостей цилиндра.
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Прибавим внутри скобки левой части уравнения (27) некоторую 
величину /я, поправив соответственным образом остальные члены 
уравнения, тогда оно примет вид:
{ V a nx ~\~ Y  ажУ ~Ь V  ажг ~т~w) "4-%(аи — i n Y a \ d x J r  
+  2  ( а 24 —  m V  о 7 9)  у -\2  ( а 34 —  m V  а а з )  z - \ - a u  —  да2 =  О,
и выберем теперь m так, чтобы новая касательная плоскость была 
перпендикулярна к диаметральной плоскости, проходящей через прямую 
касания, т. е. положим, считая координатную систему прямоугольной, 
что:
{ a u  —  m i / a ^ V a - u V ( а м  —  m V О V а 2 2  +  ( а 8 1  —  m V « з 8)  V а Ь 9  —  0 .
Полагая теперь
у Y аПх ~Ь V а22У 4~ V amz ~Ь m
V  а 11 “ Ь  «22 4 “  «33
2 ( « ц  — m У « и )  х +  2 ( а 24 •— яг У +  2 («34 —  m V «а з )  *  +  «44 — т2 
2 К («14 — Я* У ^ ) 2 +  («2 4  —  т  У«Г2)2 +  («34  —  яг У о^)2
мы приведем уравнение цилиндра к виду:
К2 =  2/?ЛГ;
где р —  некоторый коэфициент, причем диаметральная плоскость 
7  =  0 и касательная плоскость Л Г = 0  будут между собой перпенди­
кулярны, т. е. они будут главными плоскостями.
В этом способе нам известно, как расположены новые коорди­
натные плоскости 7 = 0  и X  =  0 относительно прежней системы 
координат.
Пример 1. Уравнение:
9л:3 -}- 4у2 4* 36*2 — 24у* +  36*л: — 12лгу — 92л: 4* 56у — 164* +  128 =  0
можно представить в виде:
(Зл: — 2у 4- 6* +  т )2 =  (92 4~6/я) х +  ( — 56 — 4т) у
4- (164 4- 12т) — 128 +  т \
Выберем параметр т  под условием:
( ' '
3 (92 4г 6/я) — 2 ( — 56 — Ат) 4- 6 (164 4- 12/я) =  О,
что даст нам:
Теперь полагаем:
7 =
т  — — 14.
Зх — 2y-\-6z — 14
8х
— 7
-4*4-68
4 У  5— >
тогда каноническое уравнение цилиндра будет:
4972 == 4 У^ЬХ.
Наконец, в том случае, когда уравнение изображает поверхность 
с местом центров в виде плоскости, матрица /Э(см. § 7 гл. XVII)
1 8 8
должна быть ранга, -разного единице, к условиям (26) присоединяются 
еще соотношения:
«41 _  «42 __ «43 и 
«И  «12 «13
Тогда общее уравнение поверхности можно представить в виде:
( V~U\\X +  V «22У “Ь V а33г) 2 +
+  V  « п  ( У  « ц *  +  У  «22.V 4 ~  У  « з а 2)  “ Ь  «4 4  =
оно будет изображать пару параллельных плоскостей:
V « Г *  +  У Ч ъ У  +  / « 8 8 Z =  — / « U  —  / « п « 2 —  «4 4  •
Пример 2. Например, уравнение:
25л2 +  4у3 +  9z2 — 12yz — 30zx  +  20лу +  55л 22у — Щг +  28 =  0
можно написать следующим образом:
(5л +  2у — 3-г)2+ 1 1 (5 л  +  2у — 3-г) +  2 8 = 0 ,
откуда
C I O  о — 11 It 35л- +  2у — 2>z = ----- ------.
Следовательно, данное уравнение изображает пару параллельных плоско­
стей: -
5л —|— 2у — 3 z —j~ 7 =  0,
5лг +  2у — 3z +  4 =  0.
Упражнения. 804. Привести к каноническому виду уравнения:
1) Юл2 +  50у2 -h 29-г2 +  ббу-г +  2-гл— 20л:у +  18л +  34у +  46-г +  24 =  0,
2) 15у2 +  24-г2 +  38yz +  36-гл +  ЗОлу +  18л +  64у +  78-г +  20 =  0.
805. Какую поверхность изображает каждое из уравнений:
1) Зл2 — 4у2 +  3-г2 — 4у-г +  10-гл +  4лу +  бл — 20у — 14-г — 24 =  0,
2) 12л2 — 15у2 — 20 z2 +  37yz +  -гл — 11лу — 14л — 54у +  64-г — 48 =  0?
806. Какую поверхность изображает каждое из уравнений:
1) 16л2 +  9у2 +  -г2 +  бу-г +  8-гл +  24лу +  Юл +  22у — 2-г — 4 =  0,
2) 4л2 +  49у2 +  -г2 — 14уг +  4-гл — 28лу +  8л — 28у +  4-г +  3 =  0,
3) 16л2 +  9у2 +  100-г2 +  бОу-г +  80-гл +  24лу +  56л +  42у +  140-г +  49 =  0?
ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ.
К § 1.
1. Что называется инвариантом уравнения поверхности 2-го порядка отно­
сительно преобразования координатной системы? ,
2. Сколько независимых между собою инвариантов относительно преобра­
зования координатной системы имеет уравнение поверхности 2?*го порядка?
3. Каковы будут эти инварианты?
4. Что дают корни характеристического уравнения какой-либо поверх­
ности 2-го порядка?
К § 2.
5. К какому простейшему виду может быть приведено уравнение поверх­
ности 2-го порядка с определённым центром на конечном расстоянии?
6. Как вычисляются коэфициенты указанного упрощенного уравнения?
7. Какие типы поверхностей могут здесь встретиться?
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к § 3.
8. К какому простейшему виду приводится уравнение поверхностей с бес­
конечно удаленным центром и как вычисляются его коэфициенты?
К § 4.
9. Как приводится к каноническому виду уравнение эллиптического или 
гиперболического цилиндра?
10. Как приводится к каноническому виду уравнение параболического 
цилиндра?
11. Если общее уравнение 2-й степени изображает пару плоскостей, то 
как найти уравнение каждой из этих плоскостей в отдельности?
Упражнения. 807. Каковы будут инварианты уравнения поверхности 
2-го порядка для преобразования координат, состоящего лишь из произ­
вольных изменений направлений осей?
808. Если за начало координат поверхности 2-го порядка, имеющей 
центром точку, взять одну из ее вершин, а за оси — главные направления, то 
уравнение поверхности ^пишется в виде:
S]X2 —J— s 2y2 ~J— s%z~ *4“ ^^34  ^== 9
(если предполагать, что корни Si и s 2 отличны от нуля). Определить коэфи 
циент ам  по коэфициентам уравнения данной поверхности, отнесенной к любой 
системе координат.
809. Уравнение данной поверхности 2-го порядка (центральной);
2F =  0I •
в некоторой новой системе координат преобразуется к виду:
а1±Х 2 +  а22 У2 +  *з з^ 2 аи  ~  О*
t
Можно ли по этим двум уравнениям найти координатные углы новой си­
стемы?
810. Найти длину такого диаметра центральной поверхности, который 
с двумя диаметрами, равными ему, образует сопряженную тройку.
Г л а в а  XX.
Простейшие преобразования многообразия и его
инварианты.
Совокупность бесчисленного множества каких-либо геометрических эле­
ментов (точек, прямых, плоскостей и т. д.) называется вообще многообразием. 
Если мы имеем два многообразия, например многообразие точек на одной- 
прямой и многообразие точек на другой прямой, или многообразие точек на 
одной прямой и многообразие прямых, проходящих через заданную точку, 
или многообразие всех точек плоскости и многообразие всех прямых плос­
кости и т. д., то мы можем установить определенный геометрический пе­
реход (например, с помощью какого-либо „построения") от элементов одного 
многообразия к элементам другого многообразия; такой переход от элементов 
одного многообразия к элементам другого называется преобразованием мно­
гообразия.
В каждом многообразии мы можем выбрать ту или другую координатную» 
систему и определять затем элемент многообразия координатами (или коор­
динатою); тогда указанный переход от одного однообразия к другому анали­
тически изобразится зависимостями между текущими координатами элемента 
одного многообразие и текущими координатами соответствующего элемента; 
другого многообразия.
В координатной геометрии эту аналитическую зависимость между теку­
щими координатами двух многообразий, наравне с ее геометрическим истол­
кованием как перехода от одного многообразия к другому, принято также 
называть преобразованием многообразия.
Изучение преобразований представляет значительный интерес по следу­
ющим трем наиболее существенным основаниям. Прежде всего, связывая гео­
метрическое истолкование с аналитическими свойствами преобразования, мы 
устанавливаем известный параллелизм между геометрией и алгеброй; не 
считая наглядного геометрического истолкования алгебраических предло-, 
жений, мы в этом параллелизме имеем мощное средство расширения одной 
из этих областей (алгебры или геометрии) за счет успехов, полученных 
в другой. Далее, устанавливая переход от элементов одного многообразия 
к элементам другого, мы по свойствам и строению (структуре) одного много­
образия можем составить себе представление о свойствах и строении другого;, 
здесь опять, с одной стороны, мы имеем средство для расширения области 
наших конкретных геометрических знаний, с другой стороны, этот же пе­
реход дает нам организующий принцип в общей массе частных геометриче­
ских свойств отдельных многообразий. Связывая свойства двух многообразий 
их преобразованием, мы приучаемся рассматривать их с более общей точки 
зрения, считать их как бы равносильными и меньше ценить их частную форму 
в данном многообразии.
Наконец, изучение преобразований многообразий представляет интерес 
еще и в том отношении, что оно (в тесной связи алгебры и геометрии)* 
ведет к двум основным и важнейшим понятиям, именно понятию об инва­
риантах и о группе; эти же последние понятия приводят к наиболее широким 
и общим современный точкам зрения на геометрии различных многообразий.
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Настоящая глава ставит себе целью изучение простейших преобразований 
(Я развертывание на их примере тех общих соображений, которые указаны 
выше; однако предлагаемый материал помимо этого, так сказать, теоретиче­
ского своего значения имеет еще и непосредственное значение для прило­
жений, как материал, дающий конкретные свойства тех или иных многооб­
разий.
L Преобразование многообразия.
Преобразованием координат вообще называют переход от одних 
координат к другим; такой переход, например, от координаты л: ка­
кого-либо элемента к координате х ' будет даваться одним соотноше­
нием вида:
x ’ = f ( x ) .  (1)
Э то соотношение можем назвать формулой преобразования; оно позво­
ляет по координате х  вычислить соответствующее значение коорди­
наты х ' и, обратно, по значению х ' найти одно или несколько [отно­
сительно х  уравнение (1) может быть не первой степени и иметь 
•несколько решений при данном х'] соответствующих значений х. При 
этом в соотношении (1) под д: и х ' мы можем подразумевать коорди­
наты элементов относительно любых систем, даже неодинаковых; на­
пример, можем предполагать, что хг есть абсцисса точки на прямой, 
а х г есть барицентрическая координата точки на прямой.
Соотношению (1) можно давать двоякое истолкование. Во-первых, 
мы можем предполагать, что координатЫ| х  и х ' определяют один 
и т о т  же элемент в различных, следовательно, координатных си­
стем ах ; в таком случае формула (1) будет определять по координате 
х  любого элемента в одной системе координату х ' того же элемента 
ютносительно другой координатной системы; тогда мы скажем, что 
формула (1) дает преобразование системы координат.
Если х — абсцисса точки М на прямой относительно начала О 
и х ' —  абсцисса той же точки относительно начала О', то эти коор­
динаты будут связаны соотношением:
х ' =  х— а,(2)
Г * *
тде а  есть абсцисса Ог относительно начала О; в этом толковании 
соотношение (2) является формулой преобразования одной системы 
координат в другую, полученную из первой переносом начала. До­
пустим далее, что начало координат остается неизменным, но в то 
время как в первой системе координат мы за единицу масштаба 
берем отрезок т ,  во второй системе за единицу масштаба примем 
отрезок т '\  тогда зависимость между координатами л:' и л: одной 
и той же точки в этих двух системах представится соотношением: :
x ' — kx, (3)
где —т* есть отношение длин отрезков, выбранных за единицы
масштаба.
Наконец, с этой же точки зрения более общее соотношение
мы можем истолковать как формулу преобразования системы коор­
динат, составленного из переноса начала и изменения единицы мас­
штаба. Соотношение:
х .— хх 
х2 — х или х '
х  — х1
х 2 —  х
можно, очевидно, истолковать как формулу преобразования системы 
координат, состоящего в переходе от прямолинейной системы к си­
стеме барицентрической.
Во-вторых, относительно соотношения (1) мы можем предполагать, 
что х  и х ' обозначают координаты элементов, вообще говоря, двух 
различных многообразий, каждое из которых отнесено к своей системе 
координат; в таком случае соотношение (1) будет давать переход от 
элементов одного многообразия к элементам другого многообразия 
и может быть поэтому названо формулой' преобразования многооб­
разия (одного в другое). Возьмем, например, прямоугольную декар­
тову систему хОу и рассмотрим многообразие точек на оси Ох 
и многообразие прямых, проходящих через точку (0; Ь)\ относительно 
первых можно считать, что каждая из них определяется своей абс­
циссою л:, прямые пучка можно определять их угловыми коэфициен- 
тами k =  х '. Допустим, что каждой точке оси Ох соответствует 
прямая пучка, проходящая через эту точку, тогда соотношение:
, Ъили X = ------X
будет давать переход от точек прямой к лучам пучка, т, е. будет 
давать* преобразование линейного многообразия точек в многообразие 
лучей пучка.
В частности, если предполагать, что х  и х ' — координаты двух 
элементов относительно одной н той же системы, то преобразованием 
(1) будет устанавливаться соответствие одних элементов данного мно­
гообразия другим элементам того же многообразия; можно говорить 
в этом случае, что многообразие преобразуется само в себя. Если 
в этом последнем случае иметь в виду, что мы лишь некоторую сово­
купность элементов („фигуру") данного многообразия преобразуем 
в совокупность ~ соответствующих элементов (в другую фигуру) того 
же многообразия, то удобнее и нагляднее говорить здесь о преобра­
зовании фигур данного многообразия. Возьмем, например, преобразо­
вание 4
х ' =  kx, (3)
в котором х ' и х  будем толковать как абсциссы точек относительно 
одной и той же системы координат; это будет преобразование прямой 
(как многообразия точек) самой в себя. Каждой точке М с коорди­
натой х  будет соответствовать точка М' с координатою х в k раз 
большею (если k >  0); можно сказать, что данное преобразование есть 
растяжение или сжатие фигуры (или всей прямой). Из соотношений (3) 
следует, что для двух пар точек:
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т. е. любое расстояние х « — х< первой фигуры будет соответствоватьf t * *
всегда расстоянию х 2—- х ± = k ( x 2 — x t) второй фигуры, в k раз боль­
шему. Таким образом соотношение (3) дает подобное преобразование 
фигуры (при * > 0 ) .
Если же £ < 0 ,  то подобное преобразование соединяется с пере­
ходом каждой точки в положение, симметричное относительно начала, 
можно сказать с зеркальным отображением фигуры относительно 
начала.
2. Аффинное преобразование.
Аффинным преобразованием многообразия точек называется преоб­
разование, линейное относительно декартовых координат; для много­
образия точек на прямой аффинное преобразование изобразится со­
отношением:
л/ =  ах-\-Ь (а ф  0). (5)
Преобразованием, „обратным* данному, называется преобразование:
__х '__  Ь
а а *
Таким образом аффинное преобразование устанавливает взаимно­
однозначное соответствие точек "прямой точкам другой (или той же 
самой) прямой; когда преобразуются точки прямой в точки той же 
прямой, то для наглядности удобно представлять себе прямую как бы 
сдвоенною и тогда можно говорить, что аффинное преобразование 
устанавливает взаимно-однозначное соответствие между точками одной 
прямой и точками другой прямой, совпадающей с первой; впрочем, 
можно обе прямые и разъединить, установив на каждой из них свою 
декартову систему координат.
Общее аффинное преобразование (5), очевидно, может быть раз­
ложено на два последовательных преобразования:
х "  =  ах ,
х ' = х *  +  Ь.
Первое из них, как мы видим, обозначает подобное преобразо­
вание, соединенное при я <  О с  зеркальным отображением; второе же 
обозначает перенос фигуры (или же всей прямой) на расстояние b. 
Поэтому общее аффинное преобразование может быть разложено на 
подобное преобразование и перенос (при а <  0 сверх того обращение 
фигуры относительно начала). Нетрудно видеть, что, наоборот, если 
мы определим геометрически аффинное преобразование как сочетание 
подобных преобразований фигуры и ее переносов (а также и обра­
щений), то такое преобразование многообразия точек на прямой ана­
литически определится соотношением вида (5).
Когда в формуле (5) координата х  принимает значение х'=±<х>9 
то х г получит, очевидно, такое же значение, т. е. бесконечно уда­
ленной точке в аффинном преобразовании соответствует бесконечно 
удаленная точка, ш щ  иначе, бесконечно удаленная точка сохраняется 
(при совмещении прямых) в аффинном преобразовании.
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Посмотрим теперь, нет ли на прямой еще какой-либо точки, ко­
торая сохранялась бы или сама себе соответствовала бы при данном 
аффинном преобразовании; мы, следовательно, желаем найти такую 
точку, для которой х ' = х .  Координата такой точки определится 
уравнением:
*  =  а х  -f- by
которое при а ф  1 имеет конечное определенное решение:
Ь
хо =  л---- •0 1 — а
Итак, кроме бесконечно удаленной точки аффинное преобразо­
вание (при a =j= 1) сохраняет еще некоторую точку на конечном рас­
стоянии.
Упражнения. 811. Аффинное преобразование будет вполне определено, 
если мы для пары точек (не совпадающих) Мх (хх) и М2(х2) назначим соот­
ветствующие (не совпадающие) точки Мх {хх') и М2 {х2'). Показать, что 
аффинное преобразование изобразится в этом случае соотношением:
у f  __ 4/* / у -у / __ у -у» /Xf — ( Л1Л2 Х2ХХ
Х1 — х2 ' Х1 —х2
I ,
812. Как изобразится аффинное преобразование прямой самой в себя, 
если за начало координат принять точку, сохраняющуюся в данном преобра­
зовании?
813. Аффинное преобразование точек плоскости изображается соотноше­
ниями:
=  а 1х  vj- h y  +  C l ,
У  =  а%х - f  \У  +  fa- ^
t V
Оно будет взаимно-однозначным при условии ахЪ2— а2Ь1 =|=0; каждую прямую 
первой плоскости аффинное преобразование переводит в прямую другой 
плоскости, иначе говоря, точкам, лежащим на одной прямой, в аффинном 
преобразовании (6) соответствуют точки, тоже лежащие на одной прямой. 
Аффинное преобразование (6) точек плоскости вполне определяется, если для 
трех точек Мх (д ;^ у А), (х2) у 2), Мв (хв; у3), не лежащих на одной прямой,
мы назначим любые соответствующие точки м [  (лг^ ; у[), M ^ix^ у 2), ^ (х & У з),
не лежащие на одной прямой.
814. При аффинном преобразовании плоскости ее бесконечно удаленным 
точкам соответствуют бесконечно удаленные же точки другой или совмещенной 
плоскости; однако при этом бесконечно удаленные точки, так сказать, пере­
ставляются между собой, ибо бесконечно удаленной точке на прямой y  — kx 
будет соответствовать бесконечно удаленная точка на прямой с угловым коэ- 
фициентом:
, ,  а2 -|- b2k 
a x +  bxk ’
.. - v r
Бесконечно удаленная прямая (как целое) переходит в бесконечно уда­
ленную прямую.
Из этих замечаний следует, что параллельные прямые, как прямые, пере­
секающиеся в бесконечно удаленной точке, переходят при аффинном преобра­
зовании в прямые параллельные.
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3. Проективное преобразование.
Рассмотрим теперь для многообразия точек на прямой преобразо­
вание, изображаемое дробнолинейным соотношением:
сх —d 
ах +  b 1
относительно коэфициентов которого будем предполагать, что cb — 
—  ad ф  0; если а =  0, то это преобразование обращается в аффинное:
поэтому в дальнейшем мы будем считать, что а ф  0. Такое преобра­
зование называют также проективным. Так как числитель и знамена­
тель правой части соотношения (7) можно разделить или умножить 
на любое число, то можно сказать, что для указанного преобразо­
вания существенны не четыре коэфициента a, b, с, d, а только отно­
шения трех из них к четвертому. Когда даны три точки (xt)t
С^з) одной прямой (или „ряда") и соответствующие им
точки Л^.(лг'), М^{х2) М в(х^) той же или другой прямой, то из
уравнений:
1 сх 1 —(— d
x i =  axt +  b ’ 
t сх* —l— d  
=  ax2 +  b 9
r ' _ cxz +  d 
3 —  axz +  b
можно определить отношения коэфициентов a, bt с, d, т. е. коэфи­
циентов соотношения (7), устанавливающего проективное соответствие 
между точками обоих рядов. Поэтому мы можем сказать, что проек­
тивное соответствие двух рядов определяется тремя парами соответ­
ственных точек.
Предположим, что оба „ряда" точек, между которыми установлено 
проективное соответствие с помощью соотношения (7), находятся на 
одной и той же прямой. Соответствующие точки таких наложенных 
рядов совпадают, если х ' =  х; такие элементы рядов называются 
двойными элементами, и они* очевидно, будут определяться квадрат­
ным уравнением:
ах2-\-(Ь — с) х  —  0;
следовательно, в проективном соответствии наложенных рядов два 
двойных элемента (действительных различных; или действительных 
совпадающих, или мнимых). Легко видеть, что
или
с х 4 с _ ad  — be
ах -\-b а а {ах  -f- b) ;
сх d с a d — be
ax-\-b  а  а2
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поэтому соотношение (7) можно представить в виде:
Таким образом указанное преобразование может быть получено 
последовательным соединением следующих преобразований:
I/ I Ъ х  == х  -4— — у1 а 7
'-*х
из коих первое и последнее, как мы знаем, обозначают сдвиг прямой 
вдоль нее самой. Остановимся подробнее на втором.
Рассмотрим преобразование:
т 2 т
х *  ’
оно называется инверсией („обращением“) и геометрически может быть 
истолковано следующим образом. Построим круг радиуса т  с центром 
в начале координат (черт. 168); пусть x tf >  т  и определяет точку М" 
вне круга. Проведем касательную М 'Т  и из точки касания Т опустим 
перпендикуляр ТМГ"  на прямую ОМ". Так как треугольник, ОТМ" 
прямоугольный, то по извест­
ному свойству (катет есть сред­
нее пропорциональное между /
всей гипотенузой и прилежа­
щим отрезком) получим:
ОТ2 = О М "-  ОМ"'. \
/
\
откуда \
м\
ч
Xпг т 2~Zv
У/
Черт. 168.
Аналогичный результат мы получим, если точка М" вне круга, но 
слева от центра (т. ё; х гг <  — т ), тогда и М ш будет слева ( — т  <  лг^< 
<  0); если же точка М " внутри круга, то роли М " и М!”  в предыду­
щем построении переменятся.
Таким образом инверсия есть такое преобразование, в котором 
точкам внутри отрезка ( — т \  т ) соответствуют точки вне этого от­
резка и, обратно, точкам вне указанного отрезка будут соответство­
вать точки внутри отрезка. Очевидно при этом началу координат соот­
ветствует бесконечно удаленная точка и, обратно, бесконечно удален­
ной точке соответствует начало координат. Здесь имеется еще раз 
основание, чтобы принять существование одной бесконечно удаленной 
точки на прямой для сохранения взаимно-однозначности рассматри­
ваемого преобразования.
Если в средней формуле (8) коэфициент —— будет положи-
тельным, то это преобразование, очевидно, равносильно преобразова­
нию (9), т. е. инверсии. Если же указанный коэфициент отрицательный, 
то второе преобразование (8) может быть получено из инверсии (9), 
если ее соединить с обращением или зеркальным отображением отно­
сительно начала.
Итак, дробнолинейное или проективное преобразование (7) разла­
гается на следующие последовательные преобразования: перенос, инвер­
сию (при ad  —  be <  0, соединенную с зеркальным отображением) и опять 
перенос. Начальный или конечный перенос (или оба вместе) отпадут,
если один из коэфициентов b или с обратится в нуль (или оба).
Упражнения. 815. Показать, что проективное преобразование, определяе­
мое тремя парами соответствующих точек:
Му (дгО и м [  ( х [ ) ,  М2 (Ха) и (4), М3(х3) и М'3
изобразится соотношением:
хг — х[ х з ~ ~ х 1 __ х  — х х . х г — х 1
XTg — ЛГ3 х2 Х Х2 Х3 ’
которое для х/ дает дробнолинейное выражение через х. 
816. Какие точки в проективном преобразовании
' сх +  dX = s--- -i---
ax +  b
соответствуют точкам:
Xi =  0, х2=  оо,
(10)
817. Проективное соответствие между двумя рядами точек может быть 
изображено билинейным (т. е. линейным относительно обоих координат) соот­
ношением:
Аххг +  Вхг -|- Сх +  D =  0, (11)
разрешение которого относительно хт даст для последнего дробнолинейное
выражение через х вида (7).
\
4. Группа преобразований и ее инварианты.
i
Каждое общее преобразование
х ' = / ( * )  (1)
характеризуется, с одной стороны, видом функции /(лг), с другой 
стороны, числом существенных параметров (буквенных коэфициентов), 
входящих в эту функцию. Параметры, входящие в эту функцию, мы 
назовем существенными, когда число их не может быть уменьшено за­
меной их другими, которые являются функциями первых.
Например, преобразование:
х  =  (<Tj ~j- я2) х  -j- a3a 4
содержит только два существенных параметра, ибо, полагая
=== 1^’ ^8^4 === 2^*
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мы можем привести его к виду:
х '  =  схх  с2,
где уже, очевидно, число параметров (без нарушения общности 
преобразования) не может быть уменьшено. Соотношение (1), если мы 
желаем подчеркнутъ наличие в нем параметров av а2. . . . ,  ат1 можем 
написать в виде:
X = zf { x i CL^y #2, • • . , #w)« (12)
Преобразование переноса
x r — х  -\~ а
будет линейным преобразованием с одним существенным параметром а, 
преобразование аффинное
х' =  ах  +  Ь
будет линейным преобразованием с двумя существенными параметрами; 
наконец, проективное преобразование:
, сх A- dх г—  — -у-г ах-\~ Ъ
содержит три существенных параметра, именно:
__ __ d_ __Ь
а\ — а '
Преобразование одного многообразия в другое назовем взаимно­
однозначным, если в силу этого преобразования каждому элементу 
первого многообразия будет соответствовать свой единственный эле­
мент второго многообразия и, наоборот, каждому элементу второго 
многообразия будет соответствовать свой единственный элемент пер­
вого многообразия. Таким образом в случае взаимно-однозначного пре­
образования (или соответствия) как функция / ( * ) ,  так и функция ей 
обратная должны быть однозначными функциями.
Возьмем т -{-1 произвольных точек, абсциссы которых пусть будут 
x v лг2, . . . ,  хШУ хт+1\ тогда в силу соотношения (12) абсциссы соответ­
ственных точек в данном преобразовании будут определяться уравне­
ниями:
II
—  2^» • • • 1/
* 2 =— J { x 2 i  а ^ у а 2 у ...., #w)’
* »  =
i  • .
—  f  { Х щ у  Q ' V  • • • >7
X  -«4*1 — f ( x m + v  a V  * * *»
(13)
Из этих т - f - 1 уравнений мы можем исключить ' т  параметров, на-
из первых т  уравнений через x lt
х 2>. . . ,  хт) x v х 2у. . . ,  хт  и подставим полученные их значения в по­
следнее уравнение. В таком случае мы получим некоторое соотноше­
ние вида:
/**(ЛГ|, X2i • • • > Хщ+ху • • * J (1^)
пример, определим av а2, , . . ,  а
/ f Г
» • • • > Х^у Х
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%между координатами т ~ \~ \  пар соответствующих точек. Это соотно­
шение (14), конечно, зависит только от вида функции (12), и следова­
тельно, оно будет выполняться для координат т  -f- 1 пар соответствую­
щих точек для всякого преобразования вида (12), какие бы мы ни 
брали в нем частные значения параметров. Соотношение (14), обладаю­
щее таким свойством, называется инвариантным. Преобразование пере­
носа содержит один параметр, следовательно, для исключения послед­
него достаточно взять два уравнения:
х X! +  «, х ' =  ЛГ2 4 - а;
вычитая из второго уравнения первое, мы исключим параметр а и по­
лучим инвариантное соотношение:
которое будет выполняться для всякого преобразования переноса (т. е 
каково бы ни было значение параметра а). Так как разность х2— х
выражает расстояние двух точек, равно как х 2 —  х ± будет расстоянием
двух точек, соответствующих первым, то соотношение (15) имеет про­
стой геометрический смысл; оно выражает определенное свойство рас­
сматриваемого преобразования, именно, что расстояние двух точек при. 
переносе (или сдвиге) прямой не меняется.
Преобразование аффинное содержит два параметра; следовательно, 
для их исключения надо взять три уравнения:
Г
* 1 = = ах^—| '■ Ьу
г
х г = = ДЛГ2- [-by
II- ах^ —J— Ь.
Почленным вычитанием этих уравнений мы 
два независимых соотношения:г II=  «■ (•* 8 — *,)>
* 2 — *8 == а (лга —  лг3);
наконец, разделив одно из полученных соотношений на другое,
исключим а  и найдем инвариантное соотношение:
9 9
—  __  дг3 — Х1
Х2 — ДГд Х2 — *3
МЫ
(16)
для аффинного преобразования. Соотношение (16), очевидно, выражает 
следующее свойство', аффинного преобразования: отношение двух лю­
бвях отрезков одной фигуры равно отношению соответственных о т ­
резков другой фигуры (подобие соответствующих фигур). Этот же ре­
зультат можно формулировать и таким образом: аффинное преобразо­
вание сохраняет простое отношение трех  любых точек.
Каждое из инвариантных соотношений (15) или (16) имеет специ­
альный вид, а именно: правая часть является функцией, координат про­
извольно выбранных точек первой фигуры, левая часть представляет
200
собой такую же функцию от координат соответствующих точек второй 
фигуры (преобразованной). Таким образом эти инвариантные соотноше­
ния выражают собой то. свойство, что некоторая функция координат 
сохраняет свое значение при замене координат точек одной фигуры 
координатами соответствующих точек любой преобразованной фигуры. 
Такая функция координат, которая сохраняет свое значение при дан­
ном преобразовании, называется инвариантом этого преобразования. 
Следовательно, расстояние двух любых точек х 2 —  х 1 будет инвариан­
том переноса; отношение двух любых отрезков:
будет инвариантом аффинного преобразования.
Посмотрим теперь, каков же будет инвариант дробнолинейного 
преобразования:
__ СХЛ~ й
ах +  Ь 9
В упражнении 815 мы видели, что исключение параметров а : Ь : с : d  
из уравнений, аналогичных уравнениям (13), приводит к соотношению:
Г f г t
х 3 Х± ' Х4 Х± __ х г —  х х ' х 4 —  х х
*2 — *8 Х2 — Х& Х% —Хз * Х2 — Х* *
Следовательно, выражение:
х3 Х1 . Х4 Х1 • _1 *3 Х% 1 X^
и будет инвариантом дробнолинейного преобразования для много­
образия точек на прямой.
Пусть A, By С, D будут четыре точки прямой, координаты кото­
рых x v х2у лг8, лг4; тогда инвариант (17) изобразится в следующем виде:
АС AD 
СВ DB 9
т. е. это есть сложное или ангармоническое отношение четырех выбран­
ных точек прямой.
Итак, мы можем сказать, что инвариантом дробнолинейного пре­
образования (декартовых координат) будет ангармоническое отноше­
ние любых четырех точек на прямой. Иначе говоря, если одно мно­
гообразие точек на прямой получается из другого дробнодинейным 
преобразованием, то ангармоническое отношение любых четырех точек 
первого ряда равно ангармоническому отношению четырех соответ­
ствующих точек второго ряда. Предположим теперь, наоборот, что 
между двумя многообразиями точек (лежащих на разных прямых или 
на одной и той же прямой) установлено такое соответствие, что 
ангармоническое отношение любых четырех точек первого ряда всегда 
равно ангармоническому отношению четырех соответствующих точек 
второго ряда; тогда'такое соответствие собственно и называют про­
ективным в геометрическом смысле. Пусть точки первого ряда опре-
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деляются координатами x v х2, лг3, х, соответствующие точки второго 
ряда определяются координатами x v х'2, х 'г, х'\ в таком случае:
отсюда
где
х
дг« X
Х %  —  Х 1 ____________ X  —
~ х х  . х г - - x i
•  9  9
х 2  ^ 3
х 2  " —  X  * х 2 ~ - х г
ч 1 1 X  -г и - Х 1
9 9  *
х 2  X
f i t s
х 2  ■—  X
>
Ха  --- X
т
X,
1 . хв — х1 
х' х2 — х3
или, разрешив относительно х \  найдем:
т х f2 (х — jq) +  х[ (х2 — х)
х т  (х — *i) +  х2 — х
т. е. мы получим для х г выражение дробнолинейное относительно х . 
Итак, если при установленном соответствии точек двух многообразий 
(на двух прямых или на одной) ангармоническое отношение сохраня­
ется, то такое проективное преобразование одного многообразия в дру­
гое аналитически изображается дробнолинейным преобразованием вида (7). 
Будем называть два преобразования:
f ( X \  CLр  CLcp . . . ,
1» 2^»
AT
X f
(120
преобразованиями одного типа, если они определяются функцией /  
одного и того же вида и различаются между собой лишь значениями 
параметров.
/
Упражнения. 818. Разрешая соотношение:
хг =  х а
относительно х, мы получим преобразование:** //
х — хг — а ,
• ч
о б р а т н о е  первоначальному; оно, очевидно, того же типа, как и прямое 
преобразование.
Показать, что а) преобразование, обратное аффинному преобразованию:
хг =  ах +  Ь,
будет того же типа, и Ь) преобразование, обратное проективному преобразо­
ванию:
, сх 4- d
х  ---- п г ,ах-у о '
будет также проективным преобразованием.
819. Перейдем от многообразия (М) к многообразию (Mf) с помощью пре­
образования:4
хг =  ахх +  (sx)i' .
а затем от многообразия (М') к многообразию {М") с помощью преобразования
х" =  а2х* +  Ь2> (s$)
2 0 2
тогда переход от (М) к (М" ) с помощью двух последовательных аффинных 
преобразований st и s2 равносилен переходу от (М) к (М")  с помощью пре­
образования:
хп =  а2 (о,]Х - f-  b{) -f-  b2
или
x" — a2atx  +  (a2bl +  b2).
Последнее преобразование будет того же типа, как и первоначальное. 
Аналогичным способом покажите, что два последовательных проективных пре­
образования дают преобразование также проективное.
Когда новое преобразование получается последовательным проведением 
двух преобразований s± и s2, оно называется произведением данных преобра­
зований и обозначается символом s2sx.
820. Преобразование, обратное преобразованию:
хг — ах2 +  bx -j~ с,
не будет того же типа, как данное.
821. Преобразование, обратное преобразованию (с двумя параметрами):
ах  — b 
х  — а *
будет не только того же типа, как данное, но и просто тождественным с ним, 
ибо
ax ' — b* =  —7---— .х/ — а
Однако произведение двух любых преобразований s x и ^'данного типа:
г/ _  aix —h
х  — ах 9
х;, __ ^  — h
Х г —  а 2
(*i)
вообще (при произвольных alt bv a2t b£ не дает преобразования того же 
типа s.
Совокупность взаимно-однозначных преобразований (12) ,1 соответ­
ствующих различным системам значений параметров av а2, . атУ на­
зывают группою, если эта совокупность преобразований удовлетворяет 
двум условиям: 1) преобразование, обратное любому из преобразова­
ний рассматриваемой совокупности, принадлежит той же совокупности 
и 2) произведение двух любых преобразований sa и sb дает некоторое 
преобразование $е той же совокупности.
Мы видели, что каждое из преобразований: переноса, аффийное, 
проективное образует свою группу; каждой из этих групп соответ­
ствует свой инвариант; на призере этих простейших преобразований 
мы убедились также, что' инвариант вполне характеризует группу, ибо
с его помощью можно получить преобразования группы.
Упражнения 822. Проективное преобразование многообразия точек пло­
скости определяется дробнолинейными соотношениями:.
у  _  atx +  +  Cl (18)
а з х  " Ь  ~ \ ~ с з
г _  агх '~\г У Ч~ 2^ 
аъх  -|- b%y +  cs
Общее проективное преобразование плоскости зависит от восьми суще­
ственных параметров.
2 0 3
/
Показать, что при проективном преобразовании плоскости прямая л и н и й  
переходит в прямую же линию; поэтому, если какие-либо точки расположены 
на одной прямой, то соответственные им точки тоже располагаются на одной 
прямой; на этом основании проективное соответствие точек двух плоскостей 
называют также коллинеарным соответствием.
В23. Показать, что проективное или коллинеарное соответствие (18) двух 
Плоскостей вполне определяется, если дать четыре пары соответственных точек, 
при условии, что никакая тройка точек из каждой выбранной четверки не 
лежит на одной прямой.
824. Доказать, что аффинные преобразования плоскости:
\
х [  —  а \Х  +  Ьгу  +  съ
у =  а^ рс -j- b%y с2
образуют группу.
825. Доказать, что проективные преобразования плоскости:
aix 4~ Ь\У +  ci 
азх  У -Ь
У1 _ a2tX Н~ Ь%У Ч- сч4 х  +  ЬУ +
образуют группу.
826. Ангармоническое отношение четырех лучей с 
kb kty k& k4 равно
1^ 4^
угловыми коэфициентами
Указание. Проведем, какую-нибудь прямую х == а, параллельную оси Оу, 
тогда четыре луча, выходящих из начала координат, пересекут эту прямую 
в точках, ординаты которых будут соответственно:
У± =  Ка> Уз =  k2a, у 3 =  кза> у4 =  k4a ;
так как ангармоническое отношение четырех точек равно ангармоническому 
отношению четырех лучей, им перспективных, то ангармоническое отношение 
последних равно:
Уз— У1 . У4 —У1 =  h a — h a  . h a  — М  
Уз—Уз * Уз У4 k2a — kza * k2a — k4a '
или, как было указано:
&з— ki : k4— k4
k2 — kb k2 h4
\
827. Ангармоническое отношение четырех лучей не меняется при проектив­
ном (или аффинном) преобразовании плоскости.
, Указание. Возьмем прямую, проходящую через начало координат:
У  =  k'x\
при проективном преобразовании она перейдет в прямую:
а<ух +  b2y +  с2 =  k' (а^х +  Ъ^ у +  Cj),
f
угловой коэфициент которой:
a2 — a4kr
—h + W '
Итак, при проективном преобразовании плоскости угловые коэфициенты 
прямых преобразуются дробнолинейной подстановкой; но последняя не меняет 
ангармонического отношения четырех элементов,
ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ.
1. Что называется преобразованием многообразия?
2. Какое преобразование многообразия точек на прямой называется 
аффинным?
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3. Какие точки прямой сохраняются при каком-либо заданном аффинном 
преобразовании?
4. Как изображается аффинное преобразование плоскости?
5. Какая прямая сохраняется при любом аффинном преобразовании 
плоскости?
' б. Какое преобразование прямой в самое себя называется проективным 
и как оно изображается?
7. Соответствием скольких пар точек определяется проективное преобра­
зование ряда точек на прямой?
8. На какие простейшие преобразования распадается проективное пре­
образование ряда точек на прямой?
9. В каком случае преобразование многообразия называется взаимно­
однозначным?
10. Как получается соотношение, инвариантное для такого преобразования 
многообразия, которое содержит некоторое число параметров?
11. Что называется инвариантом преобразования?
12. Каковы будут инварианты преобразований: 1) переноса, 2) аффинного, 
3) проективного для ряда точек на прямой?
13. Каково геометрическое истолкование каждого из вышеуказанных 
инвариантов?
14. Что называется группою преобразований?
Упражнения. 828. Пусть дано проективное соответствие точек двух рядов, 
установленное соотношением (11); назовем главной точкой каждого ряда ту 
точку, которая соответствует бесконечно удаленной точке другого ряда; абсцис­
сами главных точек будут:
-  — S — _  С*оо Д » ОО Д »
если в каждом из проективных рядов за начало координат принять его главную 
точку, то соотношение (11) преобразуется к виду:
t t t_ ВС АР
^  А*
829. Показать, что для совмещенных проективных рядов, т. е. находящихся
на одной прямой, середина расстояния двойных точек совпадает с серединою 
расстояний главных точек. —
830. Если в двух совмещенных рядах пары соответственных точек будут 
взаимно соответственными, т. е. если точке Af, рассматриваемой как принадлежа­
щей первому ряду, соответствует во втором ряду точка АР,.и той же точке М, 
рассматриваемой как принадлежащей второму ряду, соответствует в первом 
ряду точка АР, то такое проективное соответствие называется инволюцией.
Показать, что а) проективное соответствие (11) обращается в инволюцию, 
если В — С, т..е. инволюция изображается билинейным соотношением:
Ахх' +  В (х  +  х') +  D =  0,
симметричным относительно текущих координат; Ь) главные точки инволюции 
совпадают („центр инволюции“); с) две соответственных точки инволюции будут 
гармонически-сопряжейными с двойными ее точками; d) инволюция вполне 
определяется двумя парами соответственных точек.
831. Кроме бесконечно удаленной прямой данное аффинное преобразова­
ние плоскости сохраняет (всегда действительную) точку и пару прямых (кото­
рые могут оказаться мнимыми). f
832. Показать, что проективное преобразование (18) плоскости с'амой в себя 
сохраняет неизменными три прямых (две из которых могут оказаться мнимыми).
' 833. Аффинные преобразования пространства:
У  =  
* '  =
ciiX +  Ьху  +  cxz 
а^х +  Ь2у  +  +  d3,
а$х -j- Ъ& -f" Csz +
образуют группу; аффинное преобразование пространства зависит от 12 па­
раметров.
834. Проективные преобразования пространства
х, __ aix  ~Ь h У +  c\z +  di 
CI4X -j- b±y -j- c±z -j- d4 *
yf __ a2x ~h &2У 4~ fag ~h 2^ 
■ +  64.У +  +  ^4 *
zr __ -[- ^  j -  c%z -f- d3
aiX +  4^ У +  V  +  4^
образуют группу (с 15 существенными параметрами).
Г лав а  XXI.
Квадратичные формы и аффинное преобразование.
Если мы приравняем нулю бинарную квадратичную форму (§ 1, гл. XII),. 
содержащую, например, декартовы координаты х и у, то мы получим уравне­
ние пары прямых, проходящих через начало координат; эти прямые совпадают, 
если дискриминант формы обращается в нуль. Рассмотрим теперь однородное 
аффинное преобразование плоскости; первоначальная квадратичная форма 
преобразуется в новую форму, и, приравняв нулю последнюю, мы получим 
уравнение пары новых прямых, соответствующих паре прежних прямых. 
Очевидно, при аффиннЬм преобразовании паре совпадающих прямых будет 
соответствовать пара совпадающих прямых, и следовательно, дискриминант 
первоначальной квадратичной формы обращается в нуль одновременно 
с дискриминантом формы преобразованной. Таким образом хотя коэфициенты 
квадратичной формы меняются при аффинном преобразовании переменных, 
однако существуют такие функции этих коэфициентов, которые обращаются 
в нуль одновременно с обращением в нуль таких же функций коэфи­
циентов преобразованной квадратичной формы. Эти функции коэфициентов 
квадратичных форм мы ^  назовем инвариантами квадратичной формы при 
аффинном преобразовании; нетрудно видеть, что равенство нулю инварианта 
формы выражает собою некоторое свойство геометрического образа, не 
изменяющееся при аффинном преобразовании (например, как было указано^ 
пара совпадающих прямых переходит при аффинном преобразовании в пару 
совпадающих прямых).
В настоящей главе мы займемся изысканием инвариантов квадратичных 
форм (при аффинном преобразовании) и их геометрическим истолкованием.
1. Однородное уравнение 2-й степени с двумя переменными.
приравняем ее нулю и будем под х  и у  подразумевать декартовы 
координаты точки М(х\ у) плоскости; тогда уравнение:
будет изображать пару прямых,' проходящих через начало координат. 
Разделив это уравнение на х2 и вводя угловой коэфидиент
k =  , мы получим уравнение:
Возьмем бинарную квадратичную форму:
аих * +  2ач хУ +  « а г Л О )
а1 Iх2 +  2й12 ХУ +  W 2 == Р (2)
(3)
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Назовем выражение:
8 = (4)
а \\ Л12
2^2
а<<а11 22 12а
дискриминантом формы (1); тогда при 8 <  0 уравнение (2) или (3) 
будет изображать пару действительных и различных прямых, при 
3 =  0 —  пару действительных совпадающих прямых, наконец при 
8 >  0 —  пару мнимых прямых. При 8 > 0  квадратичная форма (1) рас­
падается на два линейных относительно х н у  множителя с комплекс­
ными сопряженными коэфициентами, поэтому в этом случае мы гово­
рим, что уравнение (2) изображает пару мнимых сопряженных прямых.
Особый интерес между мнимыми прямыми представляет пара 
прямых, изображаемых в любой прямоугольной системе координат 
уравнением:
0, (5)
которое распадается на два отдельных уравнения:
i x — у =  0; ix  —|—у  =  0.
Прямые плоскости, параллельные этим прямым, т. е. имеющие 
с ними одинаковые угловые коэфициенты, называются изотропными 
прямыми; угловыми коэфициентами изотропных прямых будут числа:
k =  г, kr = — i.
Эти две прямые должны считаться сами себе перпендикулярными, 
так как каждый из их угловых коэфициентов удовлетворяет условию:
1 —j— k • k •=  0.
Возьмем две точки (х{} у х) и (лг.2; у2\  лежащих на одной из изо­
тропных прямых; в таком случае^
. . .  Уч —  Ух = *  хi) >
а следовательно:
ix 2 - * i)2 +  0'2 У\Р, =  ®>
т. е. расстояние двух любых точек изотропной прямой равно нулю; 
по этой причине изотропные прямые называют также прямыми, нуле­
вой длины.
В косоугольной системе координат уравнение пары изотропных 
прямых, проходящих через начало координат, будет:
x 2 -j-2xy  cos (O'-)-у 2 =  0. (5Г)
Оно распадается на два отдельных уравнения:
X (cos со -|- / sin со) -[-у =  0,
х  (cos со—■ i  sin о>) =  0,
. *
которые, как легко проверить, будут сохранять свой вид при переходе 
к  любой другой прямолинейной системе координат с тем же началом.
Изотропные прямые могут быть названы также прямыми асимпто­
тических направлений окружности, ибо левая часть уравнения (5) или
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уравнения (5') представляет собою группу старших членов уравнения 
окружности, в первом случае для прямоугольной, во втором случае 
для косоугольной системы координат.
Возьмем четыре луча, угловые коэфициенты которых соответственно 
равны kv k2, kd, k4; ангармоническое их. отношение будет равно:
Если пара лучей ki и k% гармонически разделяется 
тогда предыдущее отношение равно — 1:
h  — ____ j
— 3^ 2^ —' 4^
Соотношение (7) легко привести к виду:
2 (& А  +  k ^ )  =  (kx +  &2) А  +  Ь*)*
это и буде! соотношение между угловыми коэфициентами двух пар 
лучей, гармонически разделяющих друг друга.
Пусть направления одной пары лучей даются уравнением:
парою &3, k4>
( 7 )
/7 ')
тогда
ап~\~ 2afak -J~ а2 =  О,
подставляя эти значения в соотношение (7/)> "мы для другой пары 
найдем зависимость:
2 £ А  4т 2%i#22
2fl2
Л22 А  4~
И Л И
4“ а 12 А  4~ ^ 2) +  а22^А =  Ф
таково будет соотношение, между угловыми коэфициентами kx и 
двух лучей, гармонически разделяемых парою лучей, угловые коэфи­
циенты которых определяются уравнением (3); будем короче говорить, 
что направления kx и k2 гармонически сопряжёны относительно пары 
направлений (3).
Так как уравнение (3) можно истолковать как уравнение асимпто­
тических направлений некоторой кривой 2-го порядка, то мы можем 
сказать, что условие (8) связывает угловые коэфициенты kx и &2 
пары лучей, гармонически разделяющих (или разделяемых) пару асимп­
тотических направлений заданной кривой 2-го порядка. . ,
Положим в частности, что пара лучей (3) является парою изотроп­
ных направлений,/т. е. она определяется уравнением:
1 4~ 2&|cos (04-&2 =  0; (9)
угловые коэфициенты kx и k2 пары лучей, гармонически-сопряженных 
относительно пары лучей (9), должны в таком случае удовлетворять 
условию: ч
14-'(^ i 4“ ^2)COS<04~^1^2==:^  ( 10)
14 Зак. 2193. — Бюшгено С. О. ол д
но последнее является вместе с тем условием перпендикулярности 
лучей с угловыми коэфициентами kx и k.2. Таким образом мы можем 
сказать: два луча, гармонически-сопряженные относительно пары 
изотропных прямых (или, что то же самое, относительно асимптоти­
ческих направлений окружности) будут взаимно перпендикулярны.
Вернемся теперь к соотношению (8) и предположим, что в то 
время как пара лучей kn и &4 определяется уравнением (3), пара лу­
чей kx и определяется уравнением:
так что
О  Подставляя в условие (8) эти выражения, мы получим:
или
Л11^22 2 # 12#1 2“|“ ^22^11 — ( И )
это будет условием того, что пара лучей (3) гармонически разделяется 
парою лучей (3')-
В частности, если вторая пара будет изотропною, то соотношение
ап — 2а12 cos ф -f - аш =  0 (12)
будет означать, что пара лучей (3) взаимно перпендикулярна. -
При аффинном или проективном преобразовании плоскости две 
совпадающих прямых перейдут в две совпадающих прямых; далее, при 
аффинном (или проективном) преобразовании плоскости ангармониче­
ское отношение четырех лучей будет равно ангармоническому отно­
шению четырех преобразованных лучей; в частности, если четверка 
лучей была гармоническою, то она перейдет в четверку лучей гармони- 
чески-сопряженных.
Отсюда следует, что каждое из условий
^11^22" Т^22 ===
_ а \\ 2^2 ^12^12 “Ь <^ 22^ 11 “  О
выражает собою геометрическое свойство тех или иных пар лучей, 
не зависящее от выбранной координатной системы и не изменяю­
щееся при аффинном преобразовании плоскости; поэтому эти условия 
должны сохранять свой вид во всякой прямолинейной системе коор­
динат или вообще после всякого аффинного преобразования плоскости. 
Отсюда естественно ожидать, "что левые части указанных уравнений 
будут входить в состав (множителями) некоторых выражений, не меняю­
щих своего вида („инвариантов") при аффинном преобразовании. 
Отысканием этих инвариантов мы и займемся ниже.
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2. Совместные инварианты двух бинарных квадратичных форм.
Пусть мы имеем бинарную квадратичную форму:
/= =  апх 2 -f- 2 а12ху -j~ а22у 2; ( 1)
произведем в ней .над переменными х  и у  линейную однородную под­
становку (или однородное аффинное преобразование):
у  =  «**' +  & /;
в таком случае форма /  примет вид:
/ =  « и * '2 +  2 < 4 * ' /  +  а '2У 2,
гле для краткости принято:
/
(13)
0 0
а
а
а
11
!
12 
г
90bJ t-J
+  2^12а1а2 +  Л22а22’
^ 1 1 а 1?1 +  а \2  ( а 1?2  “ f~  a 2 ? l )  Н”  Л22®2?2»
a i l P l 2 +  2^12^1  ^ 2 ~ h  ^22i^22*
(14)
Эти коэфициенты a iv а12, я29 преобразованной квадратичной формы.
будем называть новыми или преобразованными коэфициентами формы
Если у нас имеется какое-либо соотношение между старыми и 
новыми коэфициентами одной или нескольких форм, не зависящее от 
коэфициентов подстановки (преобразования) и имеющее место для 
всякого^преобразования данного вида, то такое соотношение не будет 
меняться при изменении коэфициентов подстановки; мы его назовем 
инвариантным cooтнoшeниeм^ преобразований данного вида („группы*).
Из трех уравнений (14) нельзя исключить четырех коэфициентов 
подстановки a1? а2, рр р2, нельзя, следовательно, получить соотношение 
между старыми и новыми коэфициентами формы (1), не зависящее 
от коэфициентов подстановки, а потому в случае однородного аффин­
ного преобразования для одной квадратичной формы не будет инва­
риантного соотношения.
Если вычислить дискриминант преобразованной формы, то после 
несколько длинных, но простых преобразований получим:
a h 4
2
an ai2
ai\ 2^2 a2
«
a2l a22
результат этот можно формулировать следующим образом: при линейно­
однородной замене переменных дискриминант квадратичной формы 
(бинарной в нашем случае) получает множителем квадрат определи­
теля из коэфициентов подстановки.
Применим одно и то же преобразование (13') одновременно к двум 
квадратичным бинарным формам, к форме (1) и к форме:
о ’=гЬпх2 -j- 2 bi%xy -j- b^y2\ . (16)
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в таком случае преобразованные коэфициенты этой последней формы 
будут:
11 6Па12 +  2V 4 a2 +  622а22.
*12 =  M lP l  +  М *1 р 2
а д
a2?l) ~f~ 2^2а2?2>
^llPl2 +  2^12? A  ~f~ 2^22?22,
( 16)
Теперь из шести уравнений (14) и (16) мы можем исключить коэ­
фициенты подстановки av а2, р2, и как результат исключения полу­
чим два соотношения между старыми и новыми коэфициентами обеих 
форм (два инвариантных соотношения).
В самом деле, возьмем дискриминанты обеих преобразованных форм 
и дЛЯг них же выражение, которое у нас встречалось в левой части 
уравнения (11), а именно:
г г  Г2
аи а22 а12 1
а 11 ^22  2 й 12 ^12  Н“  °2 2  ^ 1 1 »
и ' и ' и '2
1^1 ^ 22 1^2 »
и подставим в эти выражения значения новых коэфициентов (14) и 
(16). Тогда получим:
а11а22 а12 =  (® A  a2?l)2 (a il^22 a i ^ ) i
4 4 — 24 4 + 4 4 = О A — ^ Pl)2 («1 A* — 2^12^12 + a22^1l>> (17)
1^1 2^2 1^22 “  (a A  a2Pl)2 (^ 11^ 22 1^22)*
Разделяя почленно два из этих соотношений на третье, мы оконча­
тельно исключим коэфициенты преобразования (13) и найдем-:
а11^ 22 — 2* 12*12 +  * 22*11г х/а о11 22 !2а b' -|- а У 12 12 1 22 11
ъ '  ь г
11 22
/ 2
12
г /а а
11 22
аГ 2 
12
У ьг
11 22
/  2
12
* 11* 2% '  
* 11*22 — * 1$  
*11*22 — * i °2
12
12'
г
Эти соотношения обозначают, что два выражения из коэфициентов* 
двух форм:
/  — Д11^ 22 — 2*12*12 +  2^2^ 11 
1 * 11*22 — *12  ’
т  _____________* 11*22  —  д 122
2  * 11*22 —  У  22
не меняют своего значения при всяком линейно-однородном преобра­
зовании (13) аргументов. На этом основании указанные выражения 1Х и 
/2 называют совместными инвариантами двух форм (1) и (15).
Предыдущий вывод инвариантов (исключением параметров преоб­
разований), очень простой по мысли, требует, однако, длинных 
алгебраических преобразований, сложность которых будет возрастать
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с увеличением числа аргументов форм. Поэтому мы дадим еще другой 
вывод, который может быть однообразно применяем при любом числе 
аргументов квадратичных форм.
Предположим, что в формах /  и ср мы производим линейно-одно­
родную подстановку (13), и мы получим следующие тождественные 
соотношения:
апх *  +  2 а12ху +  awy '2 =  +  +
Ьп** “Ь 2Л,2л:_у -(- Ь22у2 =  Ьлх '2 -)- у ’ -}- b2iy '2
при связях (13); написанные соотношения следует понимать в том 
смысле, что он# должны быть тождественны относительно х г и у ', если 
мы в левых частях заменим х  и у их выражениями (13) через х ' и у '. 
Из тождественных соотношений (19) следует соотношение, тождествен­
ное в том же указанном смысле:
✓
апх 2 +  2aVixy а22у 2 — s ф пхг2 4 - 2bi2xy 4 -  Ь.-пу 2) =
=  апх '*  +  2 < 4 * у  4 - а2,у '2 — s ф'пх '2 4 -  ЧЬ'^х'у' 4 - b'22y'%
или, что то же самое:
(йи
11
sbn) x 2 - \ - 2  (а12-  
- sb'n) х ' 2 4 - 2 (а
sb^)  ху +  (а22 —
SK )  хУ  +  (ап — sb’22)yг 2 (20)
справедливое при этом для всякого значения параметра s. Выберем 
теперь значение s так, чтобы форма / — scp, т. к  левая чаГсть соотно­
шения (20), была полным квадратбм; для этого необходимо (и доста­
точно), чтобы дискриминант этой формы / — scp обратился в нуль, т. е. 
чтобы:
(21)
если же форма / — scp представляет собою полный квадрат некоторого 
линейного однородного выражения относительно х  и у:
/  — Stp=  (Рх  4 -  Qy)2,
V.
то ясно, что она останется полным квадратом после подстановки (13), 
так как линейная функция Px-\-Q y  после линейной подстановки (13) 
останется линейной же функцией
Р 'х ' +  Q'y'.
Короче говоря, если форма / — scp есть полный квадрат, то и пре­
образованная форма / '- — scp' при том же значении параметра s будет 
полным квадратом. А в таком случае дискриминант последней формы 
/ ' — scp' также равен нулю: >
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0.
Итак, одни и те же значения параметра s удовлетворяют квадрат­
ному уравнению (21) и квадратному уравнению (21'); эти уравнения 
должны быть равносильны между собой, или, что то же, коэфициенты 
этих уравнений должны быть пропорциональны.
Развертывая то и другое из уравнений, мы получим:
(^11^22 • ^ 122) S2 - (й11^ 22
(44 - 42)52 -- (44 -
откуда!)
ь' V11 22 *12
1^1^ 22' 1!
^12^12 Н~ ^22^11) 5 Н~ 1^1^ 22 а12 о, (22)
2апЬ1г 4 - a j>  ) s +  апа ,2 — й122 =  0, (22')
Г ,Г Л / .г , / .га о — 2а о Ч- а b
11 22 12 12 1 22 11
aUp2& — 2а12612 +  «22^ 11 
или, разбивая на два соотношения: '>
/ / / 2а а — а 
11 22 12
а п а 22 —  а 12
а Ь
11 22 ^12^12 аш \\ аИ^ 22 — (2апЬХ2 +  «22^ 11
Ъ' Ь'
11 22
- ь ' 2 
12
/ га а - 
11 22
•Л
1^1^ 22 — 1^22
аг 2 
12 а11а22 — а12
2
Ь' Ь'
11 22
'  ^  
12
ЬцЬ22 ьл
Итак, мы получили тот же результат, как и первым способом. 
Уравнение (22) мы можем написать в виде:
^  — / ^  +  / ,  =  0, (23)
т. е.. так, что коэфициентами его явятся совместные инварианты двух 
форм, по этой причине уравнение (23) может быть названо инвариант­
ным. Его корни, следовательно, имеют одни и те же значения неза­
висимо от того, по отношению к каким преобразованным [линейно­
однородной подстановкой (13)] формам мы его напишем; тоже заклю­
чение относится к уравнению (21), которое мы назовем характеристи­
ческим уравнением двух форм /  и <р. Следовательно, характеристическое 
уравнение (21) двух данных квадратичных форм есть уравнение инва­
риантное, его корни имеют одни и те ж.е значения, как бы мы ни 
меняли формы линейно-однородной подстановкой.
Бинарная квадратичная форма не имеет инварианта для любого 
линейно-однородного преобразования, так как последнее зависит вообще 
от четырех параметров и эти параметры нельзя исключать из трех 
соотношений (14), связывающих старые и новые коэфициенты формы. 
Но если мы возьмем какое-либо частное линейно-однородное преобра­
зование, зависящее от меньшего числа параметров (только одного или 
двух), тогда исключение последних из указанных соотношений окажется 
возможным, и форма будет иметь инварианты для этого специального 
преобразования. К числу таких специальных преобразований, практически 
особо интересных, принадлежит линейное преобразование, связанное
*) К тому же заключению можно притти непосредственно, применяя к форме 
(20) доказанное выше предложение об изменении дискриминанта квадратич­
ной формы при аффинном преобразовании.
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с преобразованием системы координат, именно, с поворотом осей. 
Последнее, как мы знаем, зависит только от одного параметра, исклю­
чение которого из трех соотношений (14) дает два инвариантных соот­
ношения. Вместо того чтобы пользоваться самими формулами преобра­
зования системы координат и производить упомянутые исключения, мы 
можем инварианты для этого случая получить иначе.
Обратим внимание на то, что сохранение вида выражения (квадрата 
расстояния торчки от начала):
х 2 -(- 2ху cos <о -f- у 2
является обстоятельством, характеризующим наше преобразование 
(поворот осей). Отсюда следует, что инварианты данной квадратичной 
формы:
2 4- 2апху 4- «22У1
при любом линейном преобразовании, соответствующем повороту осей 
координат, будут в сущности совместные инварианты двух бинарных 
квадратичных форм:
/ = а илг34 - 2 а 12лт>4-а2а?2,
(р =  х2 -f- 2ху  cos со -{-у2*
при любом линейно-однородном преобразовании, сохраняющем вид 
второй квадратичной формы.
Эти последние инварианты мы таким образом получим из общих 
выражений (18), полагая в них£п =  1, Ьп  == co sш, b22=  1; итак выра­
жения:
СС\\ C O S (О -“I*- #22
Л sin2 (о
#ц#22 — #122 
Sin2 О)
и будут инвариантами данной бинарной квадратичной формы при всяком 
линейном преобразовании, соответствующем повороту осей.
Принимая во внимание соображения, указанные выше, мы могли 
бы также сказать, что характеристическое уравнение:
а п - -  S а 12 -  5 COS Ш
a zi ~~- 5  COS Ш а 22 ~ -  5
является уравнением инвариантным при всяком преобразовании формы, 
соответствующем повороту осей. Именно, этими предложениями 
мы и пользовались в теории кривых 2-го порядка.
Упражнения. 835. Дискриминант троичной квадратичной формы
/ : =  #11*'2 “Ь #22У2 4 “ «ЗЗ*2 “Ь 2#23_у,г -{- 2#з]2ГАС -|- 2Я];2-ЧУ. 
при любом однородном аффинном преобразовании
— v '  4  4 / 4  «з4,
=  з. к '  4- 8,. и' 4-
ТЗ*'
У =  Pl< +  
г =  ft* ' ■+■ т2У
(24)
2 1 5
получает множителем квадрат определителя подстановки, т. е.
а 11 °1 2  a lS «1 «2 а3
2
«11 «12 «13
/ / / 
«21 ^22 Л23 — Pi Р2 Рз • «21 «22 «21
/ / /
а 31 а Ъ2 а 33 7 i  Т 2  Т з «31 «32 «33
836. Совместными инвариантами двух троичных квадратичных форм:
f =  «11 * 2 +  « 22У2 +  «33 +  2 a23yz +  2 a31zx - f  2а12ху,
ср — 1^1 AT2 -f- Ь$2У2 +  Ь з*2 +  2b23yz -J- 2bslzx -j- 2Ь-^ ХУ
при любом аффинном преобразовании (24) будут отношения коэфициентов 
характеристического уравнения (инвариантного):
«и  — s hi «12 — sb12 a13— sbu
<7-21 — $ Ь21 «2? — Sb22 «23 — 2^3 =  0. (25)
«31 ■ ~  s hi «32 ' s h2 «зз — s hs
Указание. Доказательство этого предложения может быть проведено ана­
логично доказательству, данному для бинарных форм.
Пусть формы /  и ср после аффинного преобразования переходят в формы 
f  и со', тогда получим тождество:
✓
справедливое при всяких х 'у y r, z \  если лг, у, z заменены их выражениями по 
формулам (24).
Уравнение / — s<p =  0 изображает конус; если этот конус распадается на 
пару плоскостей, то дискриминант левой части его уравнения обращается 
в нуль, и мы получим условие (25). Но при аффинном преобразовании пара 
плоскостей перейдет в пару плоскостей; поэтому дискриминант левой части 
уравнения f  — scp' =  0 тоже должен обращаться в нуль при тех же значениях 
5 и т. д.
То же заключение можно получить и алгебраически на основании предло­
жения, указанного в упражнении 835. Действительно, если дискриминант 
начальной, формы / — s<p обращается в нуль при некотором значении s y то 
дискриминант преобразованной формы / — sy при том же значении s  должен 
обратиться в нуль, ибо он отличается от первого лишь множителем, равным 
квадрату определителя подстановки. /
837. Преобразование координат, соответствующее повороту осей, будет 
таким линейно однородным преобразованием, которое сохраняет вид квадратич­
ной формы (квадрат расстояния точки от начала):
ср =  х* у 2 -f- «z2 -f~ 2yzu>^  —J- 2zx&2 -j— 2хгу<1>з,
поэтому инвариантами троичной квадратичной формы при любом преобразова­
нии координат будут отношения коэфициентов'(инвариантного) уравнения:
«11 — «12 —  «13 —  2
«21 —  «22 —  <5 «23 —
«31 —  «32 —  «33—  s
ВОПРОСЫ для ПОВТОРЕНИЯ.
1. Что изображает однородное уравнение 2-й степени относительно х и у?
2. Какие прямые называются изотропными? Почему они называются также 
линиями нулевой длины?
3. Каким условием связаны угловые коэфициенты и &2 прямых, гармо­
нически разделяющих пару прямых, изображаемых уравнением:
« и *2 Н” 2а12ху -f- «22У2 =  6?
4. Какой^геометрический смысл имеет соотношение:
« 11^ 22— 2%2&l2 -f- «22^ 11 == О
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для двух пар прямых, изображаемых соответственно уравнениями:]
ап х2 +  2а12ху 
ЬцХ'2 +  2Ьпху
#22у2 =  О»
ь22у2 =  о?
5. Какое иное геометрическое истолкование можно дать условию перпен­
дикулярности двух лучей, определяемых угловыми коэфициентами k± и &2?
6. Как изменяется дискриминант квадратичной формы при аффинном пре­
образовании ее переменных?
7. Что называется совместным инвариантом квадратичных форм для аффин­
ного преобразования?
8. Каковы будут совместные инварианты двух квадратичных (бинарных 
или троичных) форм при аффинном преобразовании?
9. Как получить инварианты квадратичной формы для преобразования 
координат в виде специального случая аффинного преобразования?
Упражнения. 838. Найти два направления, гармонически разделяющие 
прямые каждой из двух пар, изображаемых уравнениями:
а и *2 +  2 а12ху +  а22у2 =  О,
Ьпх2 -}- 2b12xy -J- Ь^ 2у2 — 0.
Указание. Угловые коэфициенты искомой пары прямых должны удовлетво­
рять условиям:
#11 +  #12 № +  +  #22^ 1 Ч& — 0,
#11 +  1^2 (^ 1 +  ^2) +  b22k^k2 =  0.
Исключая один из угловых коэфициентов, мы получим условие:
#11 +  #12^ 1 #21 +  #22^ 1 . (27)
1^1 +  1^2^ 1 #21 +  #2^1
поэтому мы можем сказать, что каждый из угловых коэфициентов искомых 
прямых определится одним из уравнений:
( # и  —  5 # и )  (#12 —  5 ^12) ^  ^
(#21 —  S #2l) (#22 —  51 #22) k  =  0,
где s  — один из корней характеристического уравнения:
#11 — ^  #11 #12 — #^12 
#21 —  $  #21 #22 —  ^ #22
=  0.
839. ^Составить уравнение пары прямых, гармонически разделяющих 
каждую из двух пар, изображаемых уравнениями (26).
840. Пусть нам дан конус, изображаемый уравнением:
#н^2 —{~ #22у2 #33^  “l- 2a2$yz —j- 2a^zx — 2a-^xy —— 0. (28)
Найти условие, при котором два луча с угловыми коэфициентами /А: т 1 : 
и /2 : т 2:п 2 гармонически сопряжены с двумя образующими конуса, лежащими 
в одной плоскости с данными лучами.
841. Для данного луча найти луч, гармонически-сопряженный
одновременно относительно каждого из конусов:
# 11*2 +  # 22У 2 +  # з з * 2 +  2#23y z  ф - 2  a3lzx +  2  а12ху =  0 ,
# п * 2 +  #22У2 # з з * 2 ~f~ 2b23yz -f- 2 b3±zx -f- 2 b±2xy =  0. (29)
Замечание. Алл произвольно заданного луча lx : т 1 : nlt вообще говоря, 
найдется один4 луч, гармонически-сопряженный относительно двух конусов. 
Однако если данный луч 1Х: т 1: пх удовлетворяет условиям: ^
# llA  ~t~ #12/# l 4 ~  #13#1 _  # 21^ 1'~t~ # 22^1 ~f~ # 23#1
# ll/l +  #12#*1 +  #13«1 #21^ 1 +  #22wl +  #23 #1
#31^1 +  #32;#1  4 ~  #33#1 
#314  +  #32#*1 +  #33 #1
(30)
то для него будет существовать гармонически-сопряженная плоскость, следо­
вательно, бесчисленное множество гармонически-сопряженных лучей одновре-
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менно относительно обоих заданных конусов. Такие особые лучи можем на- 
вать главными лучами двух конусов; нетрудно видеть, что угловые коэфици- 
кты этих лучей (их будет три) определятся двумя из трех уравнений:
(#п — sbn) I - f  (а12 — sbi2) т  +  (я13 — sb13) п =  О,
( # 2 1  I “ Ь  ( # 2 2  ^ ^ 2 2 )  т  “ f-  ( # 2 3  —  ^ 2 з )  п =  О »  ( 3 0 )
( # 3 1  — ^ 31) I ~Ь ( # 3 2  — ^ 3 2 )  т  +  (#зз — 5 з^з) п — 0;
где j  — один из корней кубического уравнения:
#11 — s Ki #12 — Sbl2 #13 -- s b l3
#21 — sb2x #22 — sb22 #23 “ -Sb  23
#31 — sb3l #32 — Sb32 #33 --sbjg
842. Конус, изображаемый в прямоугольной системе координат уравнением:
x2+ y 2JrZ2 ==0f
а в косоугольной системе уравнением:
х ^  -{— —{— z  ^ -|— 2yzo)^  -|— 2 zx (i)2 -j— 2 x y i » 3 =  0
называется изотропным или конусом асимптотических направлений шара. Два 
луча, гармонически-сопряженные относительно изотропного конуса, будут 
взаимно перпендикулярны. Главные направления поверхности 2-го порядка 
{как мы их определили в гл. XVII) будут направления гармонически-сопряжен­
ные относительно асимптотического конуса поверхности и изотропного конуса; 
угловые коэфициенты этих главных направлений определятся двумя из урав­
нений: '
(#и — s) I -f- (а 2^ — $<о3) т  4* (#13 “— ^ 2) п =  О,
(#21 — s<»3) I +  (а22 — s)m  +  (#23 — п =  0,
(#31 — 5а)2) I Н“ (#32 — $<°l) Ш'-\- (Я33— ^ ) п — 0,
где s  — один из корней характеристического уравнения.
#11 " #12 ~- $ w3 #13 “ -S (0  2
# 2 1 - -S(1>3 #99 “ - s #23 _—
#31 - -  SO)2 #32“ -  S&X #33“ - S
843. Дискриминант квадратичной формы, преобразованной линейной одно­
родной заменой переменных, равен дискриминанту первоначальной формы, 
умноженному на квадрат определителя подстановки.
Замечание. Из этого предложения следует, что если дискриминант данной 
квадратичной формы равен нулю, то дискриминант формы, преобразованной 
линейно-однородной подстановкой, тоже обращается в нуль.
844. Найти совместные инварианты двух квадратичных .форм с одинаковым 
числом переменных при линейной однородной замене последних.
Г л а в а  XXII.
Метод сокращенных обозначений в применений
к образам 1-го порядка.
Допустим, что мы имеем какое-либо сложное сочетание точек и прямых 
на плоскости, положение которых определяется нами по отношению к неко­
торым трем основным прямым. Исследование фигуры координатным методом 
сейчас же покажет нам, что уравнение любой прямой плоскости может быть 
получено в виде линейной комбинации уравнений трех прямых, принятых 
за основные. Мы можем поэтому не выписывать каждый раз полностью эти 
повторяющиеся левые части основных уравнений; а сокращенно обозначать 
каждую из них буквою; в таком случае все результаты наших вычислений 
будут выражены через эти буквы. Этот метод сокращенных обозначений ста­
новится удобно применимым благодаря наличию геометрического истолкова­
ния левой части нормированного уравнения прямой (как расстояния от точки 
до прямой); указанное обстоятельство позволяет пользоваться геометрическими 
соображениями при выводе уравнений различных прямых, оно же ведет и 
к геометрическому^ истолкованию получаемых результатов.
При употреблении метода сокращенных обозначений все элементы плос­
кости выражаются через три основных величины — левые части уравнений' 
трех выбранных прямых, следовательно, эти основные величины играют роль 
координат в такой системе, в которой базисом служат три прямых; эта система 
координат называется поэтому „трилинейной
Метод сокращенных обозначений может быть применяем и к исследова­
нию пространственных фигур, если мы выберем некоторые четыре плоскости 
за основные; его геометрическое истолкование приводит к так называемой 
тетраэдрической системе координат.
Для всякой плоской фигуры согласно теории полюсов и поляр (созданной 
Понселе) можно получить относительно кривой 2-го порядка взаимно-полярную 
фигуру, в которой точкам первой фигуры будут соответствовать их поляры 
(прямые), а прямым первой фигуры — полюсы (точки). Отсюда Жергонн форму­
лировал общий принцип („принцип двойственности*); с помощью этого прин­
ципа из всякого предложения об относительном расположении точек и пря­
мых на плоскости можно получить взаимное предложение, в котором роли 
точек и прямых переставлены.
Принцип, двойственности совершенно естественным образом от обычной 
системы координат на плоскости, где точки определяются координатами, пря­
мые— уравнениями, приводит к новой Системе, где координатами определяется 
прямая, а уравнением — точка. Как принцип двойственности, так и построение 
взаимной системы координат могут быть применены к пространственным 
образам 1-го порядка.
1. Метод сокращенных обозначений на плоскости.
При решении целого ряда вопросов часто бывает, что некоторые 
прямые, фигурирующие в задаче, совершенно произвольны, и речь
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идет о разнообразных их отношениях к ряду других прямых. Раз эти 
основные прямые произвольны, то тот или иной частный вид их урав­
нений не должен в задаче играть роли; поэтому становится возможным 
левую часть каждой из этих основных прямых сокращенно обозначать 
одной буквой. Так, вместо уравнений
А х - \- В у - \- С =  О,
А'х В'у С' =  О и т. д.
будем короче писать:
и =  О,
<у =  0 и т. д.,
подразумевая под и, и , . . .  линейные выражения, содержащие коорди­
наты х, у  по отношению к какой-либо прямолинейной системе коор­
динат. Такой прием служит основанием так называемого метода сокра­
щенных обозначений, введенного французским геометром Бобилье 
(Bobillier) (1828 г.). В дальнейшем мы дадим целый ряд примеров, 
иллюстрирующих применение этого метода.
Упражнения 845. Пусть какая-нибудь прямая пересекает стороны треуголь­
ника АВС  соответственно в точках А', В', С тогда:
В А' СВ' АС' 
А’ С ’ В ' А '  С В
т. е. произведение трех отношений (взятых с соблюдением кругового порядка),, 
в которых произвольная прямая делит стороны треугольника, равно отрица­
тельной единице (теорема Менелая, греческого геометра I в. н. э.). .
Указание. При доказательстве следует использовать результат, указанный 
в задаче 655; именно, прямая, изображаемая уравнением и =  0, делит отрезок 
МХМ2 точкою пересечения М в отношении:
где щ и и2 — соответственно результаты подстановок координат точек М1 и М2 
в левую часть уравнения данной прямой.
846. Пусть даны две прямых, изображаемых соответственно уравнениями:.
и — О, 
v =  0.
Прямая, проходящая через точку М' и через точку пересечения-данных пря­
мых, изобразится уравнением:
ч
где и' и г/ — значения и и v для точки М' (сравните задачу 234).
847. Произведение трех отношений, в которых стороны треугольника 
делятся прямыми, соединяющими его вершины с произвольною точкою, равно 
положительной единице (теорема Чевы* 1678 г.).
г
Предположим, что нам даны две прямых своими нормальными 
уравнениями:
а  — О,
тогда уравнение
а — т р  == 0 (3)
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будет изображать при выбранном5 значении т  одну из прямых, 
проходящих через точку пересечения двух первых прямых. По­
смотрим, какое геометрическое значение имеет параметр т .  Возьмем 
на прямой (3) какую-нибудь точку Ж, ее координаты должны удо­
влетворять уравнению (3), а потому для этой точки мы имеем из 
указанного уравнения:
а
Но мы знаем, что а, т. е. результат подстановки в левую часть 
нормального уравнения прямой координат какой-либо точки Ж, дает 
величину расстояния от тЪчки Ж до этой прямой; аналогично (3 будет 
расстоянием точки Ж до прямой (3 =  0 (черт. 169):
а =  Ж<2',
р =  M Q " i
Следовательно, параметр т  прямой (3) пучка есть отношение 
расстояний какой-либо точки этой прямой до двух основных прямых.
Таким образом геометрическое истолкование уравнения (3) позво­
ляет сказать: геометрическое место точек, для которых отношение 
расстояний до двух заданных прямых постоянно, есть прямая, прохо­
дящая через точку пересечения этих последних.
Так как расстояния MQ' и MQff являются величинами направлен­
ными и могут принимать как положительные, так и отрицательные 
значения, то и параметр т  пучка (их отношение) может иметь раз­
личные знаки.
Пусть данные прямые будут НЫ и Н'N ' , и пусть начало коорди­
нат той системы, относительно которой мы пишем уравнения наших 
прямых, находится в одном из четырех углов, образованных данными 
прямыми, например в углу NSN' (черт. 170). Если точка Ж находится 
в указанном углу, тогда оба расстояния MQ' и MQ" положительны 
и их отношение тп тоже положительно; в углу HSH', вертикальном 
с первым, оба расстояния какой-либо точки Мг до основных прямых 
отрицательны, следовательно, их отношение опять положительно.
Легко усмотреть, что в двух других углах, смежных с первыми 
двумя, одно из расстояний какой-либо точки до основных прямых 
будет положительно, другое же отрицательно, поэтому для точек,, 
лежащих в этих углах, отношение m этих расстояний будет отрица­
тельно. Применяя эти соображения к уравнению прямой пучка и за­
мечая, что прямая, расположенная в одном из углов двух прямых, 
при своем продолжении проходит и в вертикальный угол, мы скажем:
ц
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уравнение (3) изображает ту непрямых пучка, которая при т  поло­
жительном расположена в углу, содержащем начало координат, а при 
т  отрицательном расположена в (вертикальных) углах, не содержащих 
начала координат.
Если три прямых проходят через одну точку, то между левыми 
частями их уравнений должно существовать некоторое линейное со­
отношение, которое легко установить следующем образом. Пусть нам 
даны уравнения:
и == 0,
V == о, (4)
W ==  0
трех прямых, проходящих через одну точку. Уравнение всякой пря­
мой, проходящей через точку пересечения двух первых прямых, на­
пишется в виде:
U — mv =  О, (3')
а так как третья из данных прямых, проходя через точку пересечения 
двух первых, ' Принадлежит пучку (3'), то уравнение этой третьей 
прямой должно получиться из общего уравнения пучка (3') при спе­
циальном выборе параметра т \  пусть оно будет:
и — m'v =  0. . (5)
Итак, одна и та же прямая (третья), с одной стороны, изобра­
жается уравнением (5), с другой стороны —  уравнением w =  0, но раз 
эти уравнения изображают одну и ту же прямую, то левые их части 
могут отличаться лишь постоянным множителем. Поэтому необходимо 
должно существовать тождествейное (относительно подразумеваемых 
координат х  и у) соотношение:
и—  mfv = n w  (6)
или, полагая т г >
отношение:
п V— у  (здесь X ф  0) тождественное со-
\и ф  -]- \w == 0, (7)
т. е. если три прямых, изображаемых уравнениями и =  0, v =  0, ду =  0, 
пересекаются в одной точке, то между левыми частями этих уравне­
ний должно существовать некоторое тождественное линейное соотно­
шение вида (7), где X, jx, v — специально выбранные коэфициенты, не 
равные нулю все три одновременно.
Обратно, предположим, что для левых частей уравнений трех пря­
мых существует некоторое тождественное соотношение (7), в котором 
все три коэфициента не обращаются в нуль одновременно, например 
V ф  0. Тождество (7) можно написать в виде:
Хи ф  jjl-z/ s= = — ■ '№ , (7 / )
а при v ф  0 последнее обозначает, что два уравнения
Хм -ф \lv == 0,
w =  0
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равносильны друг другу, т. е. изображают одну и ту же прямую. Но 
уравнение Хй-|-р/у =  0 изображает некоторую прямую, проходящую 
через точку пересечения прямых и — 0 и т> =  0, и она должна совпа­
дать с прямою w =  0; следовательно, 
три прямых (4) проходят через одну точ­
ку. Итак, если методу левыми частями 
уравнений (4) трех прямых существует 
некоторое линейное тождественное соот­
ношение (7) то  эти три прямые прохо­
дят через одну точку.
г
Черт. 171.
Упражнения. 848. Три биссектрисы вну- ^ - j / ________ _______ ^
тренних углов треугольника пересекаются 
в одной точке; биссектрисы двух внешних 
углов треугольника и третьего внутреннего 
пересекаются в одной точке (см. упражне­
ние 220).
849. Три высоты треугольника пересекаются в одной то ч 
нение 237). —
Указание. Пусть высота из вершины С пересекает (черт. 171) противо­
положную сторону треугольника в точке С'; расстояния последней до сторон 
треугольника будут:
C'Q' =  СС' sin ( - |  — В
откуда
C'Q" =  СС' s п
C'Q' =  cos В 
С' Q" cos А *
поэтому уравнение прямой СС' будет:
cos f?а — ----т 8 =  0cos Л ^
или
а cos А — |3 cos В =  0.
Аналогично напишутся и уравнения других высот. Это решение наталкивает 
на мысль, что параметр пучка может быть выражен в зависимости от углов, 
выбранной прямой-с основными прямыми.
850. Еслич две прямых даны, своими нормальными уравнениями а =  0^  
р =  0, то в уравнении прямой
а —  =  0,
проходящей через их точку пересечения, параметр т  имеет значение:
sin (ol'O
т  — sin (pv) (8)
где (a-f) — угол от первой из данных прямых до прямой пучка, а (тр) — угол 
от прямой пучка до второй из данных прямых.
' 851. Ангармоническое отношение четырех лучей,, изображаемых уравне­
ниями: г -
а — 0,
sin (eg) sin (ab) __ m 
sin (yP) * sin (08) ~  m' '
852. Ангармоническое отношение четырех точек на одной прямой равно 
ангармоническому отношению четырех перспективных им лучей (т. е. лучей, 
соединяющих эти четыре точки с какой-нибудь пятой точкой).
Указание. Пусть уравнения четырех лучей, проходящих через одну 
точку, будут:
равно:
а =  О,
* Р =  0,
Y — а — =  О,
о ЕЕ а — т ! 8 =  0;
тогда их ангармоническое отношение [обозначим его через (сс^ у5)] будет 
иметь значение:
, о. й\ _  sin (°пг) . sin (я») _  т_ 
',а‘  ^ ' sin (yP) ’ sin (5p) m! e
Проведем теперь какую-нибудь пятую прямую HN, не принадлежащую 
пучку, и пусть ее точки пересечения с выбранными четырьмя лучами будут 
соответственно Л, В , С, D. Пучок лучей с центром в точке S называется 
-перспективным к ряду точек на прямой HN, если каждой точке ряда соответ­
ствует луч, проходящий через эту точку.
Вычислим ангармоническое отношение (ABCD) четырех точек А, В, С, D. 
По формуле (1) отношение, в котором отрезок А В разделяется точкою С, 
т. е. точкой пересечения с прямою y» будет выражаться следующим образом:
равным образом
Здесь Yi* Т2» &л> $2 обозначают соответственно результаты подстановок коорди­
нат первой точки А или второй точки В в левые части y и 5 уравнений 
третьего и четвертого из лучей пучка.|
При этом выражения:
Ti =  ai — \  =  «1 —-
Y2 =  а2 — S  =  а2 “  т 'Ы
упрощаются, если мы примем во внимание, что прямая а =  0 проходит через 
точку А4 прямая р =  0 проходит через точку В, следовательно:
ai =  0, Ра =  0,
а потому
АС /7i _ «Pi
СВ ~~ 72 а» *
AD h _ «'Pi
DB ~ 5а “ а2 *
Отсюда ангармоническое отношение четырех точек подучает значение:
АС AD т  
(ABCD) =  с в  : DB — т , .
но таково же 6&по ангармоническое отношение и четырех перспективных им 
лучей. Итак,
(.ABCD) =  («Py4-
2 2 4
До сих пор мы рассматривали прямые пучка; 
даны уравнения:
u =  0f v =  О, w =  О,
пусть теперь нам
(9)
трех прямых, не проходящих через одну точку. В таком случае, как 
было показано в решении упражнения 658, уравнение всякой прямой 
плоскости может быть написано в виде:
а и  -j- b v  ~\~ c w  =  О,
где а, b, с, — коэфициенты, определяющие эту прямую. Отсюда далее 
следует, что если четыре прямых изображаются уравнениями:
ос =  0, 8 =  О, Y =  0, о — О,
то между их левыми частями необходимо должно существовать (см.
замечание 1 к упражнению 658) линейное тождественное соотношение:
*
аа -]- Ь$ -{- су -|- db === 0.
Допустим, что по отношению к трем основным прямым (9) нам даны 
две прямых:
а и  - \ - b v - \ - c w  =  0, n m
а 'и  -j- b ' v  -j- c ' w  =  0. ' '
Эти последние пересекаются в некоторой точке, декартовы координаты 
которой мы могли бы получить, если бы решили совместно уравне­
ния (10), подставив в них предварительно развернутые выражения 
для иу v, w. Но поскольку мы пользуемся методом сокращенных 
обозначений, нам нет надобности итти так далеко в этих вычисле­
ниях,— мы можем остановиться на том, что система уравнений (10) 
определяет точку пересечения соответствующих прямых. При употре­
блении метода сокращенных обозначений представляется лишь выгод­
ным заменить систему (10) системой уравнений ей равносильных, 
именно, определив из нее отношения u:v :w >  т. е. представить ее 
в виде:
и _  V __  W
Т  “ ~ т ~ ~~ п
при этом числа /, т ,  п могут быть заменены другими, соответственно 
пропорциональными первым. Каждый раз, как мы получим систему 
вида (10), будем говорить, что ею определяется точка (1 : т : п ); речь, 
следовательно, здесь идет о том, что точка определяется значениями 
(координатами) и, *о, w или числами, пропорциональными этим зна­
чениям.
Пусть нам даны две точки, одна с координатами {ui : vx: wt), 
другая с координатами (и2 : v.2 :w2); составим уравнение прямой, через 
них проходящей. Пусть ее уравнение будет:
аи-\- bv-\-cw =  0.
ч . ' ч
Так как каждая из данных точек лежит на искомой прямой, то коор­
динаты той или другой из этих точек должны удовлетворять ее 
уравнению.
f i
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Итак:
аил -f- bvt -j~ cw1 =  О,
-f- bvо 4- =  О,
и следовательно, уравнение искомой прямой напишется в виде:
Ч
v
V1
V,
W
W О, (И)
Из предыдущего ясно, что три точки (u1 :v 1 :w 1), (u2 : u2 : w2), (us :v s ;wb) 
лежат на одной прямой, если их координаты удовлетворяют условию:
V.
v<d
V'_
wi
w.2
w*.
0. (12)
Воспользуемся этими замечаниями для доказательства теоремы Де- 
зарга (Desargues, 1593— 1662 гг.): если два треугольника расположены
т а к , что прямые, соединяющие 
их соответственные вершиныг, 
сходятся в одной точке, т о  три  
точки пересечения их соответ­
ственных сторон л е ж а т  на од­
ной прямой (и обратно).
Один из треугольников АВС 
(черт. 172) возьмем за основной 
треугольник; уравнения его сто­
рон пусть будут:
(ВС) и =  0,
( 0 4 )  v =  0y
(АВ) w — 0.
Второй треугольник пусть бу­
дет А ' В ' С прямые АА\ В В \  
СС/ по условию сходятся в не­
которой точке О.
Назовем через ii0 :v0 :w0 ко­
ординаты точки О; если угодно, 
это будут соответственные ре­
зультаты подстановок в выраже­
ния Uy v, w декартовых координат точки Q.
Так как прямая О А проходит через точку пересечения прямых 
v =  0, w == 0 и через точку О, то ее уравнение ■ до'лжно быть напи­
сано в виде:
г/ 'гг/
Черт. 172.
г>0
0.
1 Две фигуры называются гомологичными (подобными), если все прямые, 
соединяющие по две соответственные точки обеих фигур, проходят через 
одну точку („центр гомологии“).
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Аналогично получатся уравнения двух других прямых ОБ и ОС. 
Итак, эти три прямые будут изображаться уравнениями:
(ОА)
(ОБ)
(ОС)
V W
Ч w0 ~~
W U
w0 Ч
. а V
Ч Ч ~
О,
о,
0.
Вершина А' второго треугольника лежит на прямой ОА, вдоль 
которой известно уже отношение v : w =  v0: w0; следовательно, чтобы 
определить точку А \ надо задать число, пропорциональное третьей 
координате а , пусть это будет число а, так что координаты этой 
точки А' будут (a :v 0 :w0); аналогично определятся координаты двух 
других точек Б' и С' . Итак, координаты вершин второго треуголь­
ника могут быть заданы в следующем виде:
A' (a :v 0 : w0),
В '(u0:b : w0),
С' (u0 : v0: с).
Простые выкладки по вышеуказанным принципам позволят теперь 
провести доказательство теоремы Дезарга. Составим уравнения сторон 
треугольника А'Б'С* по приведенным выше координатам его вершин:
0,
U V W
(Б'С') Ч b w0
Ч Ч с
U V W
(С  А') Ч Ч с
а Ч W0
и V W
(А' В ') а Ч w0
Ч ь w0
координаты точек А", Б \
0,
о
ственных сторон треугольников. Например, для определения коорди­
нат точки А \  разрешая совместно уравнения сторон ВС  и В'СГ, мы 
получим:
и аналогично
(А") a v W1оО Ь~~ - ( < 0 0  — с)
(В") 11 _ V W—(«о— «) '~  0 - с
(С") а V W
ч —а - -b) ~ т
15* 2 2 7
Теперь легко убедиться, что эти три точки лежат на одной прямой, 
ибо определитель из их координат обращается в нуль:
0 ^о- - Ь —  (^0 — с)
— («0 — а ) 0 ™ 0  —  с
и0 — а  —-(^о — Ь ) 0
Предыдущее доказательство теоремы Дезарга, немного длинное, имело, 
однако, целью показать, что при употреблении метода сокращенных 
обозначений применимы те же приемы расчленения задачи на задачи 
элементарные (проведение прямой через две точки, определение пере­
сечения двух прямых и т. д.), которыми мы систематически поль­
зуемся при употреблении обычных координат.
Не ставя себе такой специальной цели, теорему Дезарга можно 
доказать и другими, более короткими способами, между которыми, 
пожалуй, наиболее изящен нижеследующий способ Дарбу.
Пусть уравнения трех сторон одного из данных треугольников будут:
и — О, <г/ =  О, w =  0,
причем множители их левых частей подобраны так, что уравнениями 
прямых ОА, ОВ, ОС будут соответственно [сравните уравнение (2)]:
у —  w =  0, w —  и =  0, и — у =  0.
Равным образом пусть уравнения сторон второго треугольника 
будут:
и! — 0, у ' =  0, w' =  О,
причем опять уравнениями прямых ОАг, О В\ ОС' будут:
у ' — w ' =  0, w ' — ur =  0, и' — у ' =  О,
Так как уравнения у — w =  0 и у' — w' =  0 изображают одну и 
ту же прямую ОА, то между их левыми частями должно существовать 
тождественное соотношение:
у —- w =э X (у' — w')\
аналогично для других двух прямых имеем:
w  — а  == \i ( w r — и ' ) ,  
и ----у ==') (и' -----у ').
Складывая полученные тождества, найдем:
X (у ' — w ')  - | -  a (w ' — и') -(- v (и' — у ')  == О,
но три прямые и' =  0, у '=  0, w' — 0 не пересекаются водной точке, 
поэтому необходимо, чтобы
Г _ '
X == jx — V.
Если так, то указанные выше тождества сводятся к следующим 
тождественным равенствам:
и — \и! ==-у —  \у ' = sw  —
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которые обозначают, что три уравнения:
и -- \ и '  ==  0,
V - — \ v ' =■=  0 ,
W --  \w ' ==  0
изображают одну и ту же прямую, именно прямую, содержащую точки 
пересечения соответственных сторон двух данных треугольников.
2. Трилинейные координаты.
Подведем вкратце итоги с точки зрения метода, к чему мы пришли 
в предыдущем параграфе при употреблении способа сокращенных обо­
значений.
Каждым из уравнений
и — О, 
v =  О, 
w =  О
определяется одна из сторон некоторого произвольного треугольника 
Какая-либо точка плоскости определяется отношениями трех чисел:
Любая прямая плоскости изображается уравнением вида:
\и [а-у -J- ш  =  0.
Наконец, та или другая из основных задач относительно взаимо­
отношения данных точек или прямых разрешается аналитически соотно­
шениями или уравнениями между переменными и, v, w или их значе­
ниями.
Таким образом эти переменные к, v, w играют вполне роль коорди­
нат, мы их так поэтому и будем называть.
Так как в этой системе роль базиса играют три прямых (стороны 
основного треугольника), то такие координаты называются трилиней­
ными координатами. Эти трилинейные координаты сверх того могут 
быть названы однородными, так как и точка определяется лишь их 
отношениями между собой, и все уравнения, какие мы для них полу­
чали, однородны относительно этих координат.. До сих пор эти три­
линейные координаты были определены нами как левые части уравне­
ний основных трех прямых относительно некоторой декартовой системы 
координат; но так как эти левые части уравнений для какой-либо точки 
пропорциональны расстояниям точки до основных прямых, то, опираясь 
на это геометрическое истолкование, мы можем дать самостоятельное 
определение трилинейных координат независимо от какой-либо декар­
товой системы.
За трилинейные координаты мы можем взять числа x v х2, лг3, про­
порциональные расстояниям .a, j3, 4 точки до каждой из сторон базис­
ного треугольника:
Х \  х 2 Х 3  , Л л v
чУсловимся при этом расстояние точки до стороны базисного тре­
угольника считать положительным, когда перпендикуляр из точки на 
сторону имеет направление, одинаковое с направлением высоты тре­
угольника, опущенной на ту же сторону, а в противоположном случае
будем считать указанное расстояние 
■0 „ отрицательным.
^  Возьмем какую-нибудь точку М
\М с координатами ос, (3, тогда (черт. 173):
<*
а =  MQV
Р =  M Q V
4 =  MQU.
Черт. 173. Легко видеть, что при расположении
на нашем чертеже
пл. (АВС) =  пл. (MAB)-j- пл. (MCA) —  пл. (МСВ).
Отсюда, обозначив стороны базисного треугольника через av а2, 
а его площадь через А, получим:
2А =  аъ ♦ 714Q3-f- а2 • MQ.2 — ау ( — MQ{),
т. е.
2А =  а хa-j- К213 -{- (14)
Нетрудно проверить, что такое же соотношение будет иметь место и 
при всяком другом положении точки М относительно базисного тре­
угольника. Итак, направленные расстояния точки до сторон базисного 
треугольника для любой точки будут удовлетворять соотношению (14).
С помощью этого соотношения могут быть определены расстояния 
точки до сторон базисного треугольника, а следовательно, и ее положе­
ние по данным трилинейным координатам точки : х 2 : х%. В самом 
деле, из (13) следует, что
« =  £ д  7 __ вгв +  вгЗ +  ДзТГ 
х1 х 2 х д а ^ х 1 - \ -  а 2 х 2 +  а ъх-^
или на основании соотношения (14):
а
?
т
2Д xt
&\Х\ 2^-^ 2 И- й3Хв
2Ддг2
CL\X-^  —J— CL^X2 —j~
2Длг3
+  #2-*2 Н“ «9*8
(15)
Из указанных выражений, между прочим,' вытекает геометрическое 
истолкование особого уравнения 1-й степени в трилинейных коорди­
натах, именно уравнения: .
V i + ¥ s + ¥ s  =  0- (16)
Из предыдущего ясно, что это  соотношение имеет место лишь для 
координат таких точек, для которых расстояния до сторон базисного 
треугольника бесконечны, т. е. для бесконечно удаленных точек. По-
2 3 0 I
этому, мы скажем, уравнение (16) есть уравнение бесконечно удален­
ной прямой. Это замечание позволяет нам сейчас же написать условие 
параллельности двух прямых, определяемых уравнениями:
игх
vxx
й2***2 Ч Ч
t/gATg
в трилинейных координатах. Если две прямые (17) параллельны, то 
они пересекаются в бесконечно удаленной точке, т. е. некоторой точке, 
принадлежащей прямой (16). Итак, если две прямых (17) параллельны, 
то три прямых (17) и (16) пересекаются в одной точке, а это будет 
в том случае, когда коэфициенты этих трех уравнений удовлетворяют 
условию:
ч ч ч
ч ч ч
а 1 ч ч
Вместо того, чтобы брать за трилинейные координаты числа, про­
порциональные расстояниям точки до сторон базисного треугольника, 
мы можем взять их пропорциональными произведениям этих расстоя­
ний соответственно на любые наперед заданные числа Хр Х2, Х3, т. е. 
принять:
X i _ х 2 _ лгн
~  X2S —  *
Нетрудно видеть, что этот выбор трилинейных координат в их преж­
нем истолковании равносилен употреблению левых частей общих урав­
нений основный прямых взамен левых частей нормированных уравне­
ний этих прямых.
Употребляя такие обобщенные трилинейные координаты, мы можем 
в каждом цикле данных вопросов выбирать значения Х15 Х2, Х3 по про­
изволу, как нам окажется удобнее.
Преимущества этих обобщенных трилинейных координат заклю­
чаются в нижеследующем: 1) эти координаты суть отвлеченные числа 
и совершенно не зависят от единицы масштаба, выбираемой для изме­
рения отрезков, 2) при их употреблении алгебраические линии изобра­
жаются однородными уравнениями, вследствие чего алгебраические 
преобразования и формулы получают особую симметрию и простоту, 
наконец, 3) выбором как базисного треугольника, так и множителей Xt, 
Х2, Х3 можно пользоваться, чтобы придать уравнениям некоторых пря­
мых или координатам некоторых точек фигуры особо простые выра­
жения.
Покажем для примера два способа выбора множителей Хр Х2, Х3. Мы 
можем, например, произвольной точке плоскости, находящейся от сто­
рон базисного треугольника на расстояниях ос0, [30, ?0, приписать рав­
ные трилинейные координаты:
*
XI =  Хо =  ХГд,
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в таком случае соотношения (18) дадут нам:
или
Возьмем, 
ника, тогда:
Й
О
II 4 f t )  "
'с
о
II
ч  _  ч  _ Хз
1 1 1
а0 Ро То
т о ч к у  (ос0 :,30 : То)
ао
h_ 
з ’ Ро
h2
3 ’ То
h  
з 5
где hv h2, будут высотами основного треугольника.
Следовательно:
или так как '
то
(19)
т. е. коэфициенты Хр Х2, Х3 пропорциональны сторонам треугольника. 
При этом условии получим:
(18')
т. е. трилинейные координаты точки в данном случае пропорциональны 
площадям трех треугольников, имеющих общую вершину в выбранной 
точке, а основаниями —  стороны треугольника. Эти последние коорди­
наты называются барицентрическими (Mobius).
Уравнение бесконечно удаленной прямой для обобщенных трили­
нейных координат будет:
аЛ  | а2х2 | анхв __ q (16')
Xj. Х2 Х3
В частности, для барицентрических координат коэфициенты \ v Х2, А3 
определяются соотношениями (19); таким образом в барицентрической 
системе Мебиуса уравнение бесконечно удаленной прямой будет вида:
—j- х<£ —|— лг3 —• 0. (16 ')
Выбор коэфициентов Х1? Х2, А3 можно сделать и другими способами, 
например, точке, находящейся на равных расстояниях до сторон основ­
ного треугольника (т. е. центру круга, вписанного в треугольник)
О 2Д
= Р = т =а
а Х +  а 2 +  а 'Ь *
приписать произвольно выбранные трилинейные координаты х\ : х°, : х °2 > 
в этом случае из соотношения (18) получим:
х
/V I
о .0 о
т. е. определим отношения коэфициентов Хх:Х2 :Х3.
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В заключение отметим отношение обыкновенных декартовых или 
обыкновенных однородных координат к координатам трилинейным.
Так как обыкновенные декартовы координаты х  и у  являются отно­
шениями отрезков, то весьма удобным представляется изображать их 
также в виде отношений двух чисел, скажем i и т], к некоторому 
третьему числу С, т. е. принять
В таком случае точка будет определяться отношениями £:?]:£. Эти 
координаты называют обыкновенными однородными (или просто „одно­
родными") координатами, так как уравнение любой алгебраической 
линии в этих координатах будет однородным уравнением.
Число С может быть принято равным любому числу; если его принять 
равным единице ( £ = 1 ) ,  то численные значения декартовых координат 
и двух первых из однородных будут совпадать:
х  — {9 у  =  yj при С =  1.
Чтобы не усложнять обозначений, однородные координаты обозна­
чают через х у у , г. х
В трилинейных координатах, приравнивая нулю одну из координат, 
мы получаем уравнение одной из сторон базисного треугольника. 
В однородных обыкновенных координатах уравнение
будет на основании соотношения (20) равносильно уравнению х =  0 
в декартовых координатах и изображает, следовательно, ось оу; уравнение
У =  0
изображает аналогичным образом ось ох. Наконец уравнение
z =  О
в однородных координатах равносильно уравнению:
1 =  0
в декартовых координатах, т. е. уравнению бесконечно удаленной прямой.
Итак, в однородных координатах, приравнивая нулю ту или другую 
из координат, мы получаем каждый раз уравнение прямой, именно 
оси Оу, оси Ох и бесконечно удаленной прямой; Таким образом обыкно­
венную однородную систему координат мы можем рассматривать как 
частный случай трилинейной системы, в которой одна из сторон базис­
ного треугольника является бесконечно удаленной прямой.
* I ' ,
3. Проективное или коллинеарное преобразование.
Пусть нам даны уравнения трех каких-либо прямых в обыкновен­
ных однородных координатах:
ахх  -J- bxy  -j- cxz — 0,
а2х  -)- Ъ^ у -j- c2z =  0,
а§х —|— &$У "4"“ ’^ '3'^
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тогда на основании соотношения (18) трилинейные координаты могут 
быть определены следующим образом:
ахх  +  bxy  +  схг а 2х +  b*y +  с2г а3х  +  Ь3у  +  сгг *
Эги соотношения являются формулами преобразования обыкновен­
ных однородных координат x : y : z  в трилинейные x L:x 2 :x 3 для той 
же точки.
Введем вместо х 1 :х 2 : х 3 для симметрии обозначения x ' :y ' : z ' ;  
•соотношения (21) примут вид:
х г _  у ' _  zr
а^х -j- b^y -j- CyZ a2x -j- b*>y -{- c2z a3x -j- b3y c3z
Применим теперь к этим соотношениям другое истолкование, анало­
гичное тому, которым мы пользовались уже в главе XX, а именно, 
будем считать, что координаты x : y : z  и x ' : y ' : z '  определяют различ­
ные точки, отнесенные к одной и той же системе координат (трили­
нейной или обыкновенной однородной). В таком случае с помощью 
уравнений (21') будет установлено соответствие между двумя много­
образиями точек, принадлежащими одной плоскости либо двум плоско­
стям, на каждой из которых выбран свой базисный треугольник. Каж­
дой точке M (x :y :z )  одного многообразия будет соответствовать опре­
деленная точка М! (х ' : у ' : z') другого многообразия. Обозначим отно­
шения (21') через , тогда:
\ХХГ =— а^х —j— b^ y —j— CyZ9
«х/ - а2х  ф  b^ y - j -  c2zt (22)
\izr == a^x-\~b^y-\-cbz.
Если определитель этой системы
а1 к cl
Ч к C2
% ьъ СЪ
отличен от нуля, тогда уравнения (22) могут быть разрешены относи­
тельно х, у, г, так что:
х  — {х (Alx ' -j- А2у ' -j-
у =  (I (B y  +  в у  +  вйг% (22')
г  =  (С ^ ' - j-  С у  С3г'),
t  ’ N
и в этом случае (8 ф  0) каждой точке М' (хг : у 1: z') второго много­
образия будет соответствовать определенная точка M (x :y :z )  первого 
многообразия; соответствие будет взаимнооднозначным.
Указанное преобразование (21') или (22) называется коллинеарным 
или проективным. Коллинеарным оно называется потому, что точки 
лежащие на одной прямой переходят после преобразования в точки, 
лежащие на одной прямой, или, иначе; прямая преобразуется в пря-
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мую. В самом деле, возьмем какую-нибудь прямую первого многообра­
зия:
Ах -(- By -f- Cz =  0;
во втором многообразии ей будет соответствовать линия, изображаемая 
уравнением:
A\i (Агх' -{- В\У' “Ь C\Z') Н~ B\i “Ь )
+  Cjx (С ^ ' +  С2/  +  CBz') =  О
или
А 'х ' +  В'у' +  C'zJ =  О,
т. е. прямая.
Коллинеарное преобразование называется также проективным, по­
тому что при таком преобразовании сохраняется ангармоническое отно­
шение точек и прямых. В самом деле, возьмем две любых прямых пер­
вого многообразия, уравнения которых будут:
и =  0, v =  0, (23)
и назовем через и! и v' те линейные функции от х \  у ', г ', в кото­
рые обращаются и и v после подстановки (22'), так что
и == гг', v ~ v '  (24)
при соотношениях (22). Тогда прямым (23) первого многообразия во 
втором многообразии будут соответствовать прямые
и '=  0, v' =  0. (23')
Но из соотношений (24) следует, что двум прямым первого много­
образия
и — mv 0, и — nv =  0 (25)
во втором многообразии будут соответствовать прямые:
и' — mvr — 0, и! — nv' — 0. (25')
Ангармоническое отношение четырех лучей (23) и (25) первого много­
гообразия —  будет в таком случае одинаково с ангармоническим отно-п
шением соответствующих лучей второго многообразия.
Нетрудно сообразить, что при коллинеарном преобразовании сохра­
няется перспективность точек и лучей, т. е. точка, лежащая на какой- 
либо прямой, перейдет в соответствующую точку, лежащую на соот­
ветствующей прямой. А так как ангармоническое отношение четырех 
точек на одной прямой равно ангармоническому отношению четырех 
перспективных им лучей, то из сохранения при коллинеарном преобра­
зовании ангармонического отношения четырех лучей вытекает и сохра­
нение при том же преобразовании ангармонического отношения четы­
рех точек.
Предположим для простоты, что коллинеарное преобразование мы 
относим к обыкновенным однородным координатам; в таком случае 
бесконечно удаленной прямой первого многообразия
г =  О
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во втором многообразии будет соответствовать прямая
Cycr ‘-j— С^у' “j~ =  О,
т. е., вообще говоря, прямая на конечном расстоянии; и наоборот, 
бесконечно удаленной прямой второго многообразия
г ' =  О
будет соответствовать прямая
аьх  -(- b%y -|- cbz =  О,
т. е. прямая тоже на конечном расстоянии.
Посмотрим теперь, имеются ли точки, сохраняющие свое положе­
ние при коллинеарном преобразовании, т. е. точки, координаты кото­
рых и в том и в другом многообразии одинаковы (собственно, про­
порциональны):
х г _  у ' _  zr 
X у  2 *
Соотношения (2И) дадут нам для определения таких точек уравне­
ния:
агх  -f- Ъху  - f  cYz _  а?х +  Ь2у  +  c2z __ а3х  +  b y  - f  c3z 
x  у  z
Обозначая эти отношения через s , мы получим:
(ах —  5) х  -f- bxy  -|- схг =  О, 
a2x-\-(b 2 — s)y  +  c^z =  О,
4 х  +  ьзУ Ч- (bs — s) z =  О»
/
Г
где 5 должно удовлетворять условию:
— 5 Ьг ci
°2 b2 — s С2
3^ С3
которое является уравнением 3-й степени. Таким образом каждое дан­
ное коллинеарное преобразование, вообще говоря, сохраняет неизмен­
ными три точки, которые могут оказаться частью совпавшими или 
мнимыми.
Подобным же образом мы могли бы поставить вопрос о тех пря­
мых, которые сохраняются при данном коллинеарном преобразовании; 
очевидно, это будут те прямые, которые соединяют по две неподвиж­
ные точки преобразования.
Коллинеарным преобразованием можно пользоваться для преобра­
зования какой-либо линии или фигуры к линии или фигуре более прос­
того типа; изучив свойства этой последней, мы обратным преобразо­
ванием могли бы получить соответствующие свойства первоначальной 
фигуры.
Упражнения. 853. Найти коллинеарные преобразования, сохраняющие вер­
шины базисного треугольника, и показать, что они 1) сохраняют и его сто­
роны, 2) образуют группу.
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854. Найти в декартовых координатах коллинеарные преобразования, сохра­
няющие изотропные прямые, выходящие из начала координат, и показать, 
что они образуют группу.
4. Принцип двойственности на плоскости.
Отношения двух основных элементов плоскости —  точек и прямых — 
устанавливаются в началах геометрии, в сущности говоря, взаимно 
друг другу. Так, „две точки определяют одну прямую, через них про­
ходящую" и „две прямых определяют (своим пересечением) одну точку, 
им обоим принадлежащую". Эта взаимность несколько маскируется 
лишь различием терминов, характеризующих отношения. Мы говорим: 
„прямая проходит через точку" и „точка лежит на прямой", хотя здесь 
речь идет об одной фигуре из точки и прямой в некотором особом 
их положении.
Если бы мы ввели какой-либо новый термин, например „инцидент­
ность" для обозначения этого особого положения, тогда указанная 
взаимность выступила бы еще явственнее в самих формулировках, мы 
могли бы сказать: „две точки определяют одну прямую им инцидент­
ную" и „две прямые определяют одну точку, им инцидентную". Теперь 
эти предложения отличаются друг от друга лишь перестановкой роли 
точек и прямых; вводя и для последних какой-либо общий термин, 
например „элемент", мы два указанных предложения могли бы фор­
мулировать в виде одного общего предложения: „два элемента одного 
рода определяют один элемент другого рода, им инцидентный".
Поскольку основные отношения элементов двух родов взаимны 
между собой и поскольку речь идет лишь об их относительных поло­
жениях, естественно ожидать, что такая взаимность будет сохраняться. 
Этот принцип взаимности или принцип двойственности, выдвинутый 
Жергонном и Понселе можно формулировать следующим образом: 
наряду с каждым предложением об относительном положении точек 
и прямых существует другое предложение, в котором основные эле­
менты-— точки и прямые — взаимно меняют свои роли.
Два предложения, получающиеся одно из другого перестановкой 
терминов „точка", „прямая", называются взаимными или коррелятив­
ными; также коррелятивными называются и соответствующие им фи­
гуры. Один из наиболее замечательных примеров такой коррелятив­
ности теорем положения представляет собой теорема Дезарга (см. § 1): 
если три прямых, соединяющих соответственные вершины двух тре­
угольников, сходятся в одной точке, то три точки пересечения соответ­
ственных сторон треугольника лежат на одной прямой, взаимное 
или коррелятивное предложение будет: если три точки пересечения 
соответственных сторон треугольника лежат на одной прямой, то три 
прямых, соединяющих соответственные вершины треугольника, прохо­
дят через одну точку.
Принцип двойственности был обоснован Понселе на полярных 
свойствах кривых 2-го порядка. Допустим, что мы имеем какую-нибудь 
плоскую фигуру из точек и прямых; возьмем кривую 2-го порядка 
в той же плоскости и построим для точек фигуры их поляры, а для 
прямых их полюсы относительно выбранной кривой. Мы знаем, что
2 3 7
отношения инцидентности сохраняются при преобразовании взаимными 
полярами, т. е. точки, лежащие на одной прямой, перейдут в прямые, 
проходящие через одну точку, именно полюс прямой; равным образом 
прямые, проходящие через одну точку, перейдут в точки, лежащие на 
одной прямой, именно на поляре первой точки. Таким образом поляр­
ное преобразование переводит данную фугуру в фигуру ей корреля­
тивную, и инцидентность основных элементов (точек и прямых) сохра­
няется; поэтому всякое предложение, высказывающее какое-либо свой­
ство первой фигуры об относительном расположении ее элементов, 
дает соответствующее предложение о фигуре коррелятивной.
Доказав принцип двойственности в общем виде, мы тем самым 
освобождаемся от обязанности отдельно доказывать предложения, вза­
имные каким-либо данным предложениям.
Упражнения. 855. В о з ь м е м  к а к у ю - н и б у д ь  п р я м у ю ,  и з о б р а ж а е м у ю  у р а в н е ­
н и е м :
кх  +  р у  +  s>z =  0 ,  ( а )
о т н о с и т е л ь н о  б а з и с н о г о  т р е у г о л ь н и к а  АВС, и  п у с т ь  А', В\ Сг б у д у т  т о ч к и  п е р е ­
с е ч е н и я  э т о й  п р я м о й  с о  с т о р о н а м и  т р е у г о л ь н и к а .  П у с т ь  д а л е е  т о ч к и  А", В", С" 
б у д у т  ч е т в е р т ы м и  г а р м о н и ч е с к и м и  д л я  т р о е к  ВСА\ CAB', АВС' н а  с т о р о н а х  
т р е у г о л ь н и к а ,  т о г д а  п р я м ы е  AA’r, ВВ", СС" п р о й д у т  ч е р е з  о д н у  т о ч к у .
К а к  ф о р м у л и р о в а т ь  к о р р е л я т и в н о е  п р е д л о ж е н и е ?
Е с л и  з а  п р я м у ю  ( а )  в з я т ь  б е с к о н е ч н о  у д а л е н н у ю  п р я м у ю ,  т о  у к а з а н н о е  
п р е д л о ж е н и е 1 о б р а т и т с я  в  т е о р е м у  о  п е р е с е ч е н и и  м е д и а н  в  о д н о й  т о ч к е ;  е с л и  
з а  п р я м у ю  ( а )  в з я т ь  г е о м е т р и ч е с к о е  м е с т о  т о ч е к ,  д л я  к а ж д о й  и з  к о т о р ы х  с у м м а  
р а с с т о я н и й  о т  с т о р о н  т р е у г о л ь н и к а  р а в н а  н у л ю ,  т о  п о л у ч и м  т е о р е м у  о  б и с ­
с е к т р и с а х .
856. К а к о в о  б у д е т  п р е д л о ж е н и е ,  к о р р е л я т и в н о е  т е о р е м е  о  п о л н о м  ч е т ы р е х ­
с т о р о н н и к е  ( у п р а ж н е н и е  6 5 9 ) ?
Принцип двойственности, выступающий в теоремах положения, дол­
жен, конечно, найти себе соответствующее выражение и в аналити­
ческой геометрии, ибо последняя устанавливает всевозможные геомет­
рические предложения, в том числе и теоремы положения.
До сих пор при употреблении метода координат у нас точка опре­
делялась координатами, прямая —  уравнением; естественно в силу прин­
ципа двойственности поставить себе вопрос, нельзя ли расширить ме­
тод координат так, чтобы взаимно прямая определялась координатами, 
а точка-—уравнением между ними. Такие координаты прямой и были 
введены Шалем (Chasles) и Плюкером (РШскег).
Возьмем уравнение прямой в однородных координатах:
а \х \ и2ХЪ +  иъх ъ =  0* (26)
ч
Достаточно знать два отношения и1 : и2 : и3 трех коэфициентов uv 
w2, us Уравнения, чтобы написать это уравнение, т. е. чтобы определить 
эту прямую. Таким образом отношения их: : и3, как числа опреде­
ляющие положение прямой, мы можем назвать координатами прямрй; 
самые же числа uv и.2) можно назвать однородными координатами 
прямой.
Если мы возьмем уравнение прямой (26) в виде:
ux-\-vy  — 1 =  0,
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то на осях координат ока отсекает отрезки, измеряемые числами —
и — ; величины, обратные последним, т. е. и и v, будут координатами
прямой. Координаты точки х х : х 2 : х 3 называются иначе „точечными" 
координатами, координаты прямой их : и2 : и3 называются „танген­
циальными “ координатами по причине, которая будет выяснена 
позднее.
Уравнение (26) совершенно симметрично относительно тех и дру­
гих координат; ему можно дать двойное истолкование.
С одной стороны, можно считать данными их : и.2 : и3 (отметим это 
обстоятельство индексом нуль сверху), тогда уравнение:
^ 1 + V 2+ V 3 =  °  (26/>
1
в качестве текущих (переменных) координат содержит точечные коор­
динаты х 1 : х 2 : лг8, и оно изображает совокупность всех точек, коор­
динаты которых удовлетворяют этому условию (26'), т. е. прямую, как 
„носителя", как „место" этих точек. Итак, уравнение (26') в точечных 
координатах есть уравнение прямой, как мы все время и говорили.
С другой стороны, можно считать данными х х : х 2 : х 3 (отметим 
это обстоятельство опять индексом нуль сверху), тогда уравнение:
О 1 0 | 0 / чx 1 ui~ j-x 2u2- j-x 3u3 =  0
в качестве текущих (переменных) координат будет содержать уже тан­
генциальные координаты их : и2 : и3, и стало быть, мы его должны 
толковать как уравнение, изображающее совокупность всех прямых, 
координаты которых удовлетворяют условию (26"), или как уравнение 
„носителя" всех этих прямых, т. е. точки, общей им. И на самом 
деле, соотношение (26") представляет ведь собой условие, что какая-то
прямая (26) проходит через точку М0(х1 : х\ : лг°). Итак, с этой точки
зрения уравнение (26") в тангенциальных координатах есть уравнение 
точки.
Пусть далее мы имеем соотношение:
о. о
ui x i
„ о о
U2X2 i
О О
«3*3 0.
На основании сказанногЬ ему можно дать двоякое истолкование.
Или мы скажем, что соотношение (27) обозначает, что прямая, изо­
бражаемая уравнением (26'), проходит через точку х\ : х °2 : х°, или же 
что точка, изображаемая уравнением (26"), принадлежит прямой 
ui : и2 • кз* и ДРУГ0§ утверждение, изображающее в сущности одно
расположение, можно объединить в одно предложение, пользуясь тер­
мином, введенным выше; именно, мы можем сказать: соотношение (27)
обозначает, что точка х\ : х°2-: х\ и прямая и\ : и°2 : и® инцидентны.
Благодаря введению (и притом симметричному) тангенциальных 
координат мы всяким соотношениям или уравнениям (однородным) 
между тройками переменных или их значений можем давать двоякое
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истолкование, принимая эти тройки либо за точечные, либо за 'тан­
генциальные координаты.
Пусть нам дается уравнение:
ао -j- bb -f- £0 =  0, (28)
ч
где a, by с — постоянные, а 9, ф, 0 — переменные; спросим себя, что 
оно обозначает? Конечно, уравнение (28) вообще может шметь самые 
разнообразные значения; но если 9, ф, 0 принимать за однородные 
точечные координаты, то уравнение (28) будет уравнением прямой; 
если же 9 , ф, Q принимать за тангенциальные координаты, уравнение
(28) будет уравнением точки.
Далее, например, соотношение:
/ г г
* 2 Х 2
гг гг гг
* 1 Х 2 х г
rrr х rrr rrr
* 2 * 3
к • * 2 : х'3),
авным образом
/ г /
“ i Ч “ з
ГГ гг п
Ч « 3
rrr rrr rrr
и1 « 2 ч
О
О
представляет собою условие, что три прямых (и'
rtf rrr nr.
(их : и2 : иг ) проходят через одну точку.
и. '\ I "и3), («,
г/(
2
гг
и*
"г\
)
■ ” ч
Два предыдущих соотношения различаются лишь обозначениями 
и истолкованиями входящих в них букв; мы могли бы их соединить 
в одно и сказать, что условие:
обозначает, что три элемента (гУ : <!/ : 0'), (9*  : ф" : 0"), ( о т  : ф'" : 0'") 
одного рода инцидентны одному элементу второго" рода.
Таким образом каждому соотношению, аналитически изображаю­
щему то или иное относительное расположение основных элементов 
(точек или. прямых), мы можем давать двоякое геометрическое истол­
кование: первый раз, принимая одну тройку за точечные координаты, 
другую за.тангенциальные, второй раз, принимая первые за танген­
циальные координаты, вторые за точечные. Если обе пары троек вхо­
дят в соотношение симметрично, как например в соотношении*(27), то 
мы получим лишь одно утверждение, само себе взаимное.
Координатами прямой можно пользоваться для изображения и иссле­
дования линий любого порядка.
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Возьмем, например, точечное уравнение окружности с центром
в начале координат:
[ х 2-\-у2 — z 2 =  0 . (29)
Прямая
их +  vy — 1 — 0, (30)
как известно, будет касаться окружности, если ее расстояние от цен­
тра окружности будет равно радиусу, т. е. если
1
— г -  =  =  Л
Y  а2 -(- v2
Г
Таким образом соотношение:
“ 2 +  ®3 —  7 2 = °  ( 3 1 )
является условием, что прямая (30) касается тайной окружности (29) 
Мы можем сказать, что уравнение (31) изображает совокупность всех 
прямых, касательных к окружности, или что оно изображает „носителя" 
всех этих касательных, т. е. окружность. Итак, уравнение (31) есть 
уравнение окружности в тангенциальных координатах. Так как здесь 
элементы совокупности — прямые, — образуя окружность, ее касаются 
и элемент является тангенциальным, то координаты этого элемента 
(прямой) и названы по этой причине тангенциальными координатами.
Степень уравнения линии в точечных координатах мы назвали 
порядком линий; порядок линии обозначает число точек пересечения 
(действительных или мнимых) линии с любой произвольной прямой. 
Аналогичным образом степень уравнения линии в тангенциальных коор­
динатах называется классом линии; класс линии обозначает число 
касательных к линии, выходящих из какой-либо произвольной точки 
плоскости. Порядок и класс линии могут быть неодинаковы между 
собой.|
Упражнения. 857. Координаты .4*2 +  ^ * 2) : +  1* * 3) изобра­
жают некоторую точку на прямой, соединяющей две точки:
У f ' rk , " tr h v
l 4kg • ^ 3) И • ^2 • ^3 ) •
Как расположена прямая («^ +  р,^'):\a 2-f-\ьи2) : (и3 +  рЩд) по отношению
к двум прямым ( а \ : «'2: и3) и {и[ : щ, : и")?
858. Уравнение лг3 =  0 (в обыкновенных однородных координатах) изобра­
жает бесконечно удаленную прямую; уравнениеч«3 =* 0 изображает начало 
координат. Что будет изображать каждое из уравнений:
=  0 или «2Ч= 0 ?
859. При построении трилинейной системы координат за базис мы прини­
маем три прямых, каждая из которых изображается соответственно одним из 
уравнений: ^  =  0, л:2 =  0, х3 =  0, тогда точка определяется координатами 
Х х : х 2 : х 3, причем можно считать, что числа х ь  лг2, х 3 пропорциональны рас­
стояниям точки от сторон базисного треугольника. Аналогично можно 
построить трехточечную систему координат, приняв за базис три точки, каждая 
из которых будет изображаться соответственно одним из уравнений «1 =  0,
«2 =  0, «3 =  0 ;" тогда прямая определится координатами причем
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можно считать, что числа ц1э ы2, н3 пропорциональны расстояниям прямой от 
вершин базисного треугольника.
860. Какое геометрическое место изображает уравнение:
и1 +  и2 +  Щ =  0,
если alt и2, и3, как координаты прямой, пропорциональны расстояниям прямой 
от вершин базисного треугольника.
Указание. Уравнение изображает точку пересечения медиан базисного 
треугольника; в самом деле, возьмем прямую, параллельную одной из сторон 
базисного треугольника, тогда иг =  и2, и следовательно, 2% -}-н3 =  0. Таким, 
образом эта прямая, параллельная стороне базисного треугольника и проходя­
щая через точку, изображаемую данным уравнением, делит соответствующую 
высоту треугольника в отношении 2 :1 .
5. Коррелятивное преобразование.
В § 3 мы рассматривали коллинеарное преобразование одного мно­
гообразия в другое, преобразование, которое устанавливалось 
с помощью билинейных соотношений между точечными координатами:
Xа
я 1*1 +  а2х2 +  а3хз Ьххх +  Ъ2х2 +  ьгхг cixi +  С2Х2 +  сьхъ *
%
Введя тангенциальные координаты, мы могли бы так же рассматривать 
взаимное преобразование, устанавливаемое с помощью билинейных 
соотношений между тангенциальными координатами элементов двух 
многообразий:
и. а, и.
я А  +  V 2 +  а3и3 b±ut +  b2a2 +  b3u3 схих +  с2и2 +  е3и3
В этом преобразовании прямой первого многообразия будет, очевидно, 
соответствовать прямая второго многообразия; равным образом, вслед­
ствие линейности преобразования, линейное уравнение точки первого 
многообразия преобразуется в линейное же уравнение, т. е. уравнение 
точки второго многообразия. Короче говоря, последнее преобразова­
ние тоже колЛинеарно, как и первое.
При наличии двух родов координат, точечных и тангенциальных, 
мы можем составить преобразование, устанавливаемое с помощью били­
нейных соотношений между теми и другими координатами, т. е. пре­
образование вида:
и. По и.
а гх х 4- а2х 2 +  а3х3 Ьхх х +  Ь2х 2 +  Ь3х3 - схх х +  с2х2 +  с3х 3
\ • •
. ■  /  *  ■ >
f
Обозначим каждое из этих отношений через — , тогда:
м-
(мг[ =  - f  +  я,лг8,
К  =  Ьлх х +  Кх г +  Кх -б>
(32)
( 3 2 ')
К =  С1Х1ф С Х^2 +  С^ >
2 4 2
этими соотношениями устанавливается соответствие каждой точки 
(хх : х 2 : х3) первого многообразия с некоторою прямою и'х : и2 : и% 
второго многообразия. Разрешая уравнения (32') в предположении, что
(*1 ^2 ^3
1^ 2^ 3^ Ф
Cj Сд
мы получим:
•*i “  ^ (^ ,А  ~\~ ВA  ~j- Са )>
* 2 =  t 4 V i ' + S A + c A > . f (32")
Х 3 =  ]J- ( A 3U l  +  +  С 3Мз)> J
т. e. и обратно, каждой прямой второго многообразия будет соответ­
ствовать некоторая точка первого многообразия (соответствие взаимно­
однозначное).
Возьмем какую-нибудь точку хх : х 2 : х 3 второго многообразия; ее 
уравнение в тангенциальных координатах будет:
'  '  \ '  ' I ' ' ГУ
« A  +  V i + V i ® 0
(здесь : ttg : йд считаются текущими координатами). Преобразуем это 
уравнение с помощью соотношений (32'), мы получим:
( Й1Х 1 +  «2 Х 2 +  «3 Х 3> Х 1 +  +  h X Z +  6 3Х з ) Х 2 +
+  (СЛ  +  С2Х2 +  С3Хз) Х3 =  0
или
(аЛ  +  ЬА  +  СЛ )  Х 1 +  (« 2х 1 +  * 2Х 2 + ■  С2Хз) Х 2 +
+  («зх 1 +  +  с'х ') ДГ3 =  0.
Так как по предположению мы взамен переменных (текущих) коор­
динат й1 : и2 : и3 поставили [из формулы (32')] переменные х± : х2 : х3,
то последнее уравнение будет изображать (в точечных координатах 
х х : х9 : Хр) прямую первого многообразия, соответствующую точке
х х : х 2 : лг3 второго многообразия; обозначая через их : и2 : и3 коорди­
наты этой прямой, мы, следовательно, имеем тангенциальные ее коор­
динаты, пропорциональные, по определению, коэфициентам ее точеч­
ного уравнения:
и. и2 и,
й Л  +  &1Х 2 +  С1Х 3 а 2Х 1 +  Ь2Х 2 +  С2Х 3 а ЗХ 1 +  Ь3Х 2 +
(33)
откуда, разрешая относительно х[ : х2 : х3, найдем
Ахах +  Л2и2 +  А3и3 Вхах -j- В2и2 +  В3и3 Схих +  Сги2 -{- С3и3 (33')
v 2 4 3
Полученные соотношения (33) и (33') устанавливают однозначное соот­
ветствие каждой точки второго многообразия с некоторою прямою 
первого многообразия и любой прямой первого многообразия с неко­
торою точкою второго.
Итак, мы можем сказать, что билинейное преобразование (32) или 
равносильное ему преобразование (33) устанавливают коррелятивное 
соответствие между двумя многообразиями; каждой точке одного мно­
гообразия (безразлично — первого или второго) соответствует опреде­
ленная прямая другого и, взаимно, каждой прямой одного из них 
соответствует определенная точка другого. Таким образом указанное 
соответствие преобразует какую-либо фигуру в фигуру ей взаимную 
или коррелятивную.
Упражнения. 861. Полярное преобразование относительно кривой 2-го 
порядка:
2F  =  аХ1Х^ #22-^ 22 Н“ З^З-^ З2 ^а23х2х3 “Ь 2^ 31Х3Х1 Ч~ 2д12лг1^2 — О
>
дает одно из коррелятивных преобразований.
862. Пусть в преобразовании (32) координаты хх : х 2: х3 обозначают обык­
новенные однородные координаты и аф 2— аф i={=0; тогда это общее пре­
образование может быть разложено на смещение фигуры и полярное ее пре­
образование относительно некоторой кривой 2-го порядка.
•  I
6. Метод сокращенных обозначений в пространстве.
'  >
По аналогии с геометрией на плоскости и в аналитической геомет­
рии пространства может быть применен метод сокращенных обозначе­
ний, причем здесь мы будем опираться на уравнение плоскости и гео­
метрическое истолкование левой его части, когда оно дается в нор­
мальном виде.
Итак, условимся уравнения ряда заданных плоскостей сокращенно 
записывать в виде:
а =  0, р =  О, у =  О, 8 =  0, . . .
обозначая левые части каждого из них одною буквою; под каждою из 
букв а, р, -у, . .  * подразумевается некоторая линейная функция от 
декартовых координат х, у , Если указанные уравнения написаны 
в нормальной форме, то ос, р, у, . , .  , содержащие координаты х, у , 2 
какой-либо точки М (х ; у ; z) пространства, будут обозначать напра­
вленные расстояния от точки М  до соответствующей плоскости, изо­
бражаемой одним из этих уравнений. При этом условии два уравнения:
а =  0, р =  О,
рассматриваемые совместно, будут уравнениями прямой пересечения 
двух плоскостей, три ке уравнения:
а =  0, р =  0, у =  0
будут определять, вообще говоря, точку пересечения трех плоскостей. 
Всякое равенство вида:
F(a, р, у, 8, . . ; ) е=0 (34)
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будем понимать в том смысле, что оно выполняется тождественно 
относительно координат лг, у, z , когда функции а, р, у, . . .  заменены 
соответствующими своими выражениями через эти координаты; в част­
ности, равенство вида (34) может оказаться тождественно выполнен­
ным и относительно а, (3, у до подстановки их значений, как, напри­
мер, соотношение;
(Р —  т) +  (т— «) +  («— Р) =  о.
Если тождество (34) выполняется только после подстановки значе­
ний а, р, у, . . .  через координаты х , у , г, оно в этом случае предпо­
лагает наличие некоторых зависимостей между коэфициентами этих 
функций. Например, тождество
а — т р  *=  0, (35)
где т  — некоторый числовой множитель, выполнимо, очевидно, только 
в том случае, если коэфициенты уравнений двух плоскостей:
а =  0, р =  0 (36)
ч
пропорциональны, г. е. эти уравнения изображают одну и ту же плос­
кость. Итак, тождество (35) означает, что две плоскости, изображае­
мые уравнениями (36), совпадают.
Предположим теперь, что плоскости (36) различны; тогда равен­
ство
а — т$  =  0 (37)
будет уравнением и притом уравнением 1-ой степени; следовательно, 
оно изображает некоторую третью плоскость.
Уравнение (37) удовлетворяется, если координаты х, у, z выбраны 
так, что они обращают в нуль каждую из функций а и р, т. е. когда
а =  0, р =  0;
но такие координаты принадлежат точкам, общим двум плоскостям 
(36), и эти общие точки лежат на прямой пересечения двух данных 
плоскостей. Поэтому мы скажем, что уравнение (37) изображает плос­
кость, проходящую через прямую пересечения двух данных плоско­
стей, изображаемых у равнениями (36).
П^и изменении параметра т  мы получим пучок плоскостей, прохо­
дящих через прямую пересечения двух данных плоскостей.
Если мы возьмем какую-либо точку М (лг; у ;. z) в плоскости? (37), 
то для этой точки
а
причем ос и р будут расстояниями выбранной точки до основных 
плоскостей (36); вследствие этого относительно уравнения (37) мы 
можем сказать: оно изображает плоскость как геометрическое место 
точек, для которых отношение расстояний до двух основных плоско­
стей постоянно.
Параметр т  будет, очевидно, положительным для всех точек того 
угла двух данных плоскостей, в котором находится начало координат,
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и для угла, вертикального первому; т  будет отрицательным в углах, 
смежных с указанными.
Значение параметра т  может быть, например, определено из усло­
вия, что плоскость (37) проходит через некоторую заданную точку Mv 
тогда
P i’
и, подставив это значение в уравнение (37), мы получим (если =)= О»
Pi Ф  0):
что будет уравнением плоскости, проходящей через прямую (36) 
и через заданную точку Mv
Пусть теперь нам даны уравнения трех плоскостей:
а =  0, (3 =  0, 7 =  0, (38)
и пусть между левыми частями их существует тождественное соотно­
шение:
^« +  !APH -vT =  0> (39)
где X, {х, v —  некоторые числовые коэфициенты; посмотрим, какое гео­
метрическое значение имеет это тождество. Мы предполагаем здесь, 
что ни один из коэфициентов X, jx, v не обращается в нуль, в против­
ном случае мы бы вернулись к тождеству (35), нами уже рассмотрен­
ному. Тождество (39) или
Хос -J- |х[3 =  — v * 7 (39')
собственно означает, что два уравнения, именно:
Ха +  {х(3 =  0
Я
т = ° .
друг другу равносильны, ибо их левые части отличаются друг от другя 
в силу (39') только числовыми множителями. Но раз указанные урав­
нения равносильны, то они изображают одну и ту же плоскость; пер­
вое из них:
Ха —J— |х(3 =  0
изображает некоторую плоскость, проходящую через прямую пересече­
ния двух плоскостей
а =  0, р =  0;
другое же уравнение 7 =  0 из указанной пары равносильных уравне­
ний изображает последнюю плоскость из данной тройки (38). Мы 
получаем таким образом следующее заключение: некоторая плоскость
Ха —J— [х{3 =  0,
проходящая через прямую пересечения двух из данных плоскостей, 
оказывается третьей плоскостью из заданной тройки, или, что то же 
самое: тождество (39) означает, что три плоскости (38) проходят 
через одну прямую.
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Итак, если между левыми частями уравнений трех плоскостей 
существует линейно-однородное тождественное соотношение, то  три  
плоскости проходят через одну прямую.
Возьмем телерь уравнение:
Хее — -f- v*y =  0; (40)
оно изображает плоскость, так как это уравнение линейное; это-урав­
нение, между прочим, выполняется для координат х у у, г, удовлетво­
ряющих одновременно трем уравнениям:
« =  о, Р = о .  ? =  ° ;
следовательно, уравнение (40) изображает плоскость, проходящую 
через точку (или, может быть, точки), общую трем данным плоскостям.
Таким образом если три заданные плоскости (38) пересекаются 
в одной»лишь точке, то уравнение (40) изображает какую-либо плос­
кость (в зависимости от значений X : ja : v), проходящую через эту 
точку пересечения трех данных плоскостей.
Если же заданные плоскости (38) проходят через одну прямую, 
в таком случае при некоторых определенных значениях X : а : v равен­
ство (40) может оказаться тождеством, при всех же других значениях 
X : {а : v (когда оно не тождество) оно будет уравнением плоскости, 
проходящей через прямую пересечения трех данных плоскостей (через 
все их общие точки).
Возьмем для примера три координатных плоскости:
х  =  0у у  =  0, z =  0 ;
они имеют общую точку, именно начало координат; уравнение
Хх -f- \iy -f- чг =  0
будет изображать плоскость, проходящую через начало, т. е. через 
точку, общую трем данным плоскостям. Если мы теперь возьмем три 
плоскости:
а: == 0, у =  0, х — у — 0, (а)
проходящие через одну прямую (ось г), то равенство
X*+ .W ' +  V (х— у) =  0
Ч»
\
будет выполняться тождественно, когда
X ___ ,u v
• % 4
при всех же других значениях X : [а : v это равенство будет уравне­
нием, изображающим плоскость, проходящую через ось zy т. е. через 
прямую, общую трем выбранным. плоскостям (а).
Перейдем теперь ,к рассмотрению линейных соотношений между 
левыми частями уравнений каких-либо четырех плоскостей:
а == 0, (3 =  0, ч =  0, & =  0. (41)
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Соотношение тождественное:
Ха -f- 4 "  P ^=[0  (42)
или, предполагая p ф  0:
Ха -f* == — р8 (42')
означает, что два уравнения:
[Ха -J— рьр —}— vy =  0, о =  0
равносильны друг другу, т. е. изображают одну и т у  же плоскость. 
Но первое из этих уравнений, именно:
Ха 4~ =  О,
изображает некоторую плоскость, проходящую через точку (или 
точки), общую трем плоскостям а =  0, р =  0, ^ =  0 ; другое же 8 =  0 
изображает последнюю плоскость из данной четверки.
Итак, тождественное линейное соотношение между левыми 
частями уравнений четырех данных плоскостей означает, что эти  
плоскости имеют по крайней мере одну общую точку.
Уравнение
Ха -j- р,(3 -f- vy -j- pS =  0 (43)
изображает плоскость, проходящую через точки, общие четырем плос­
костям (41), если таковые общие точки имеются.
Если четыре плоскости (41) не имеют ни одной общей точки 
(образуют тетраэдр), то уравнение (43) при подходящем выборе коэфи- 
циентов X, р,, v, р может изображать любую плоскость пространства. 
В' самом деле, пусть данные четыре плоскости изображаются уравне­
ниями:
0
а ==  Аус +  В гу  -ф- Схг ~\~0 1 == 0,
Р == А2х  -j- В2у  -j- C2z 4~ D2 -= 0,
Т =-  А3х  4~ в%у +  C$z 4~ £>3 == 0,
8 == Л4Х +  В*У +  4 -  Z)4 == 0.
Если уравнение (43) изображает любую пятую заданную плоскость
Аьх>-\- ВЬУ +  Cbz -f- Db =  О, 
то
Ха +  +  v-f -]- р8 == о (А^х +  В-у +  Съг - f  £>б),
где а —  некоторый множитель пропорциональности. Сравнивая коэфи- 
циенты при х, у, z и свободный член в Предыдущем тождественном 
соотношении, мы получим:
ХЛх -f-  \iA2 +  Vi43 ~\- рЛ4 =  <зА~,
- j - 4~ vB34 ~ рВ4 — оВб, (44)
XCj -f- |хС2 -+* vCs +  рС4 =  оСб,
XDx +  p.D2 +  V^ s + P ^ 4  “
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Так как четыре заданных плоскости не пересекаются в одной точке, то
А А А3
>
А
В2 Вв B i
c i А c s c i
А В 2 А А
и уравнения (44; относительно —,
4= о,
— допускают конечное опре
деленное решение. Таким образом мы доказали, что отношения 
X : : v : р всегда могут быть выбраны так, чтобы уравнение (43) изо­
бражало любую заданную плоскость пространства, если четыре началь­
ных плоскости не имеют общей точки.
При этом последнем условии уравнение, например, вида:
а Р Т 8
ai Pt Ti V
а2 Т2
аз Рз Тз
будет, очевидно, изображать плоскость, проходящую через три задан 
ные точки:
Mi ( * i :Pi: Yi : 8i)> Мъ(“а : р2: ?2 '■ h)и Мг (“в : Рз : Ъ : 8з)-
В качестве примера на применение указанных выше соображений 
докажем обобщение теоремы Дезарга для пространства, именно предло­
жение: если соответственные вершины двух тетраэдров лежат на пря­
мых, сходящихся в одной точке, то соответственные грани пересекаются 
по прямым (а соответственные ребра пересекаются в точках), лежащим 
в одной плоскости.
Пусть уравнения граней одного тетраэдра ABCD будут:
а =  0, (3 =  0, ^ =  0, 8 =  0,
а уравнения соответственных граней другого тетраэдра А 'В' С'D ' :
;<х' =  0 , р '  =  0 , т ' = = 0 ,  3 '  =  0 ,
при этом ыы будем предполагать, что левая часть каждого из этих 
уравнений взята так (выбором подходящего множителя), что для* 
точки О, через которую проходят прямые, соединяющие соответствен­
ные вершины, эти левые части обращаются в единицу. Уравнение плос­
кости OCD как плоскости, проходящей через прямую CD пересечения 
граней а =  0, [3 =  0 и через точку О, будет:
•1 — 1  =  0 
«о. Ро
или, на основании условия а0 =  р0 =  1, короче:
♦
а — (3 =  0;
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уравнение той же плоскости, как совпадающей с плоскостью ОС'D ' , 
напишется в виде:
— Р' =  о,
1
следовательно, необходимо должно существовать тождественное соот­
ношение
« ' —  Р' =  «12 (« —  Р)>
где а 12 —  некоторый числовой коэфициент. Аналогичные соотношения 
будут иметь место и для остальных ребер. Итак:
а' -- Р ' е = а12(<х-- Р ) . г - - т '  == «23 (Р - -т).
а '--т ' == «1в(а —-ч)> р'--8'== III 1-8), (45)
а' --8 ' == «14 О --8), т ' - -8 ' Е i**toIII -8);
отсюда вытекают как следствие тождества:
«13 («  - - т ) - «12 (а - Р ) " = «28 (Р - -т)>
« н ( “ - - « ) - -  «12 (а ~ - Р ) « = «24 (Р -% -8),
«14 (® —- 8 ) - -  «18 (“  - - т ) - = «84 ОТ - -8 );
д так как а, (3, у, 8 не могут быть связаны по три линейным тожде 
ственным соотношением, то необходимо:
«12 — «1 3  — «23>
«и =  « 1 2  “ « 2 4 ’
а и -=  « 1 8  = «84»
или
«12 ~  «1 8  =  «1 4 — «2 3  ~ = #24 = =  «3 4  =
при последних условиях тождества (45) приводятся к виду:
а' —  т а  =  $ '— т $  == Y — irv\ =  8' — то.
Полученные тождественные соотношения означают, что уравнения
а' —  т а  —= о,
Г — т $  = = 0,
т ' — тч  = = 0,
8' —  mb = >0
изображают одну и ту же плоскость, но различные формы этих урав­
нений показывают, что плоскость содержит прямые пересечения любых 
двух соответственных граней. Нетрудно подметить полную аналогию 
предыдущего доказательства с тем методом, которым мы пользовались 
для доказательства теоремы Дезарга на плоскости.
Такое соответсвие двух фигур пространства, при котором прямые, 
соединяющие соответственные точки, сходятся в одной точке, а пря­
мые пересечения соответсвенных плоскостей лежат в одной плоскости, 
называется гомологией, самые же фигуры называются гомологичными 
(Poncelet)
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Упражнения. 863. Предположим, что начало координат помещается- 
внутри трехгранного угла, образованного тремя плоскостями:
а =  0, (3 =  0, у =  0.
Доказать, что три биссектрисы внутренних двугранных углов пересекаются по 
одной прямой.
864. Все плоскости, делящие пополам внутренние двугранные углы тет­
раэдра, проходят через одну точку,
865. Отношение X, в котором отрезок между точками ML и М2 делится 
точкою пересечения с плоскостью а =  0, равно:
где а1 и а2 — значения а для точек и М2.
866. Для плоскости
у =  а — т§ =  0,
проходящей через прямую пересечения двух плоскостей а =  0 и р =  0, пара­
метр т  имеет значение:
w —— sin И )
sin(Xp) ’
где (ау) и №?) — углы одноименных сторон соответствующих плоскостей.
867. Ангармоническое отношение
Sin (<rf) sin (ао) 
sin (yP) ' sin(8|3)
четырех плоскостей
a =  0, p =  0, у =  a — /яр =  0, -o =  a — m'$ =  0,
mпроходящих через одну прямую, равно — •
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Отсюда способом, аналогичным тому, который мы применяли на плоскости, 
можно показать, что ангармоническое отношение четырех точек на одной 
прямой равно ангармоническому отношению четырех плоскостей, им перспек­
тивных и проходящих через одну прямую.
7. Тетраэдрические координаты.
' I
Метод сокращенных обозначений и его применения показывают, 
что и в пространстве по аналогии с трилинейными координатами на 
плоскости может быть введена особая система координат (тетра­
эдрические координаты).
Возьмем некоторый тетраэдр ABCD и будем определять положение 
какой-либо точки пространства относительно этого тетраэдра ее рас­
стояниями ос, (3, 7,8 до соответствующих граней тетраэдра; при этом ус­
ловимся считать все эти расстояния положительными для любой внут­
ренней точки тетраэдра, соответствующие расстояния будем считать 
отрицательными, если точка находится с внешней стороны той или 
иной грани. Числа ос, (3, 8 не могут быть все четыре выбраны про­
извольно, между ними всегда имеет место некоторое соотношение.
В самом деле, для каждой точки М пространства мы можем по­
строить четыре тетраэдра так, что вершиной каждого из них будет 
точка М, а основаниями будут грани тетраэдра BCD, CD A, DAB
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и АВС\ объем основного тетраэдра будет равен алгебраической сумме 
названных тетраэдров (считая высоты последних направленными). Таким 
образом, если площади треугольников BCD , CDA, DAB, АВС назвать 
через Д1? Д2, Д3, Д4, а объем всего тетраэдра через V, тогда расстоя­
ния а, р, 7, 8 до граней тетраэдра любой точки пространства будут 
всегда связаны соотношением:
Дха +  Д2{* +  ДзТ +  Д4$ =  3 К  ' (46)
При наличии такого соотношения для определения положения 
точки достаточно давать отношения четырех из этих расстояний к од­
ному из них или числа им пропорциональные а : (3: 7 : 8.
При этих условиях каждое из уравнений
<х =  0, р =  0, ? =  0, 8 =  0, (41)
в отдельности взятое, будет уравнением той или иной из граней базис­
ного тетраэдра; два из написанных уравнений, рассматриваемых сов­
местно, будут определять одно из его ребер; наконец, три уравнения 
определят одну из вершин тетраэдра. Вершины последнего будут, 
таким образом, определяться нижеследующими координатами:
А (1 : 0 :0 : 0), В  (0 : 1 : 0 :J0), С (0 : (Г: 1 : 0), -D (0 : 0 : 0 : 1).
Уравнение любой плоскости, как было доказано 
в виде:
Ха -J- +  v7 -f- ро == 0.
выше, напишемся
Если мы вместо обыкновенных декартовых координат х, у , z введем 
отношения
то
х  :у  : z  : t
- ч ♦у
будет однородными координатами точки; их можно рассматривать как 
частный случай тетраэдрических координат. Каждое из уравнений:
х  =  0, у  =  0, z =  0
будет определять ту или иную из трех координатных плоскостей 
обыкновенной декартовой системы, что же касается уравнения
t =  0,
то оно будет определять бесконечно удаленную плоскость, образую­
щую с тремя первыми тетраэдр.
Вместо того чтобы определять йоложение точки расстояниями до 
граней тетраэдра или числами, пропорциональными этим расстояниям, 
мы можем задавать положение точки числами X : Y : Z : Т, пропорцио­
нальными не самим расстояниям а, (3, 7, В, а произведениям их на 
какие-нибудь произвольно выбранные, но фиксированные для всего 
рассматриваемого исследования числа X, jjl, v , р, так что:
X Y Z Т ‘
Такие числа X  : Y : Z : Т можем назвать обобщенными тетраэдри­
ческими координатами; что же касается множителей X : jx : v : р, то их 
можно выбирать различными способами при условии, как указано, 
сохранения их значения в данном исследовании.
Пусть нам даны обобщенные тетраэдрические координаты X : Y :Z : 7 
некоторой точки М ; с помощью соотношений (47) и (46) мы можем 
определить расстояния этой точки до граней тетраэдра в виде:
ЗУ Т
О ХА1 .
" Г  +
КД2 | ZAS | ТА
Р
Отсюда следует, что уравнение
будет в обобщенных тетраэдрических координатах изображать беско­
нечно удаленную плоскость.
Имея уравнение бесконечно удаленной плоскости, мы можем полу­
чить условия параллельности плоскостей, прямых и т. д.
Употребление тетраэдрических координат при исследовании каких- 
либо пространственных образов представляет значительные преиму­
щества: 1) эти координаты и все соотношения между ними однородны,. 
вследствие чего получается большая симметрия, чем при пользовании 
обыкновенными координатами, 2) четыре плоскости исследуемой фигуры 
могут быть приняты за основные плоскости базисного тетраэдра 
и изображаются, следовательно, уравнениями в наипростейшей форме, 
3) наконец, имеется еще произвол в выборе множителей X : [а : v : р, 
которыми можно распорядиться так, чтобы некоторые другие плоскости 
и координаты некоторых точек получили свое простейшее выражение; 
сверх того эти координаты суть отвлеченные числа и не зависят от 
выбора единицы масштаба для измерения расстояний.
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Упражнения. 868. Пусть уравнения граней основного тетраэдра относи 
тельно какой-нибудь обыкновенной декартовой системы координат будут;
Ха
М-Р
vy
р8
А±х
А2к
Asx
А 4х
— Bi у Н- Су& —
+  В2у~ -C2z -
— Вху - -C3z —
+  А у А- C^ z —
Dx
Dz
A s
А
О,
О,
о,
о,
тогда соотношения (47), написанные в виде:
X — о- (А^ 
Y = a  (Л2х 
Z —Q (А%Х
Т = < у { А а х
ЦхУ  +  C\z  +  А )>
В2у  +  C2z
в зУ +  Csz 
В4у  +  CAz
А )>
АО*
А)»
(470
будут давать переход от обыкновенной декартовой системы координат к обоб­
щенным тетраэдрическим (формулы преобразования координат).
Возьмем, например, координаты центра тяжести системы точек (х^ y it zj) 
с массами т^:
— 2 т х  — 2т у  — £mz #
х =  ИпГ ’ у ~  Пт > z — Ъп ’
если преобразовать эти соотношения по формулам (47'), то легко видеть, что 
в тетраэдрических координатах центр тяжести будет определяться следую­
щими выражениями:
— 2т Х  _  2mY _  2mZ — 2т Т
Х == Ът ’ 7  =  2m ; Z  =  H п Г ’ T = z Y m ‘
869. Применим эти формулы для определения центра тяжести масс т ъ 
т 2, т 3, /т?4, размещенных в вершинах базисного тетраэдра координатами ко­
торых будут:
А (X/\ : 0 : 0 : 0 ), В (0 : р-/г2 : 0 : 0), С (0 : 0 : v/z3 : 0), D (0 : 0 : 0 : р/г4),
где hb /г2. hz, /г4 — высоты тетраэдра.
Координаты центра тяжести этих масс будут:
X  Y Z  =  Т
X/zi/t?! \>‘h2m2 v/z3/t?3 ph^ rn^  ’
откуда
FA2 ZA3 7A4
X   {a   -v   p
/771 /772 /773 /Я4
где Ax, Д2, Д3, Д4 — площади граней тетраэдра; эти площади обратно пропор­
циональны высотам, ибо
hi Д4 =  h2A2 — /г3Аз =  Л4Д4.
Полученный выше результат позволяет сказать, что точка M ( X : Y : Z : T )  
является центром тяжести масс
ХАх . УД2 . ZA3 . ГА*
X (л. v р
размещенных в вершинах базисного тетраэдра. В частности, если выбрать 
множители X : [а : v : р по условиям:
^ X _ _ _ f A _ v _ _ j p _  ( 4 8 )
Al 2^ 4^ '
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тогда
X У _ Z _г
т1 ~~ т 2~ т 4
X У Z Т1!1«
Первые из этих соотношений показывают,, что точка М (X : У : Z : Т) есть
центр тяжести масс X : У : Z : Г, размещенных в вершинах базисного тетра­
эдра; выражения аД1,-рД2, 7А3, &Д4 представляют собою тройные объемы пирамид, 
имеющих вершину в точке М, а основаниями грани тетраэдра; тетраэдрические 
координаты пропорциональны этим объемам. Такие тетраэдрические координа­
ты, соответствующие специальному выбору (48) множителей X : (л: v : р, назы­
ваются барицентрическими координатами (Mbbius).
870. Бесконечно удаленная плоскость в барицентрических координатах. 
Mobius’a изобразится уравнением:
Х +  Y + Z + T =  0.
8. Координаты плоскости.
%
Когда нам дается уравнение плоскости в обыкновенных однородных, 
или тетраэдрических координатах:
их vy +  'wz —|- pt — 0, (49>
то это последнее, а вместе с тем и сама плоскость, определяется от­
ношениями и : v : w : р\ поэтому коэфициенты уравнения можно счи­
тать за (однородные) координаты плоскости.
Если взять уравнение плоскости по отрезкам на осях:
i 4 . i 4 . i - 1  
а +  Ь ^  с ~
то за координаты плоскости можно считать величины
т. е. величины, обратные числам, измеряющим отрезки, отсекаемые 
плоскостью на осях координат.
Итак, отношение и : v : w : р будем называть координатами плос­
кости. Уравнение между этими координатами
F  (и, v, w, р) =  0 (50)
можно толковать как уравнение, изображающее совокупность (двумер­
ное многообразие) всех плоскостей, координаты которых этому усло­
вию (50) удовлетворяют, или как уравнение носителя - этой совокуп- 
ночти плоскостей — поверхности, ими огибаемой; отдельные плоскости 
этой двумерной совокупности будут касаться огибаемой поверхности, 
вот почему координаты плоскости называют также тангенциальными ко­
ординатами.
Уравнение (49) совершенно симметрично и равноправно относи­
тельно координат точки х  : у : z : t (точечных координат) и координат 
плоскости и : v : w : р (тангенциальных координат); этому уравнению
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можно давать различные истолкования в зависимноти от того, какие 
■из этих величин считать данными, какие переменными.
Условимся для большей ясности отмечать величины, значение кото­
рых задано, индексом нуль сверху.
Если заданы координаты плоскости и0 : v° : w° : р°у уравнение (49) 
примет вид:
и°х -J- v°y -f- w°z -j-p°t =  0 (49')
и будет изображать совокупность всех точек х  : у  : z : t, координаты 
которых написанному условию удовлетворяют, или „носителя" всех 
этих точек —  плоскость.
В этом случае уравнение (49') будет уравнением плоскости в то­
чечных координатах. Пусть теперь в уравнении (49) считаются задан­
ными координаты некоторой точки х ° :у °  : z° : тогда уравнение при­
нимает вид:
х  °и -\-у°ю -f- z°w t°p =  0, (49")
и оно будет изображать совокупность всех плоскостей, координаты 
которых и : v : w : р этому условию (49") удовлетворяют, или „носи­
теля" этой двумерной совокупности плоскостей — точку. Здесь уравне­
ние (49) является уравнением точки в тангенциальных координатах.
Из сказанного следует, что соотношение:
х°и° z°w° -j- t°p° =  0 (51)
может быть прочитано либо как условие, выражающее, что точка 
х °  : у0 : z° : t° принадлежит плоскости, изображаемой уравнением (49'), 
либо как условие, выражающее, что плоскость и0 : v° : w °: t° принад­
лежит к совокупности изображаемой уравнением (49"), т. е. что плос­
кость u0 : v ° : w ° : t 0 проходит через точку, изображенную в танген­
циальных координатах уравнением (49").
Можно сказать, что соотношение (51), симметричное и равноправ­
ное относительно координат точки 1М° (х® : у0 : z° : t°), и координат 
плоскости т °  (и0 : v ° : w °: t°), выражает отношение „инцидентности“ме­
жду точкой М° и плоскостью т ° .
Пусть уравнение (49) изображает какую-либо плоскость в обоб­
щенных тетраэдрических координатах; после замены (47) оно примет 
вид:
z/Xoc -|- -j- wvy -|- ppb =  0; (49)
расстояние d  какой-либо точки пространства до этой плоскости про­
порционально левой части ее уравнения, следовательно:]
d =  а (и\а -j- v\$ wry -j- /?р8).
Применим эту формулу .для определения расстояний dv i 3, d%, d4 
вершин базисного тетраэдра до заданной плоскости (49):
dx — QUkhv d2 — аг>[х/г2, dB =  awvы, d4 =  opph4
или
и _  V _  W _  р  
d% d% d4 
Х/г! рЛг2 v/гз p^ 4
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т. е. в тетраэдрической системе координат тангециальные координаты 
плоскости пропорциональны произведениям расстояний этой плоскости 
от вершин тетраэдра на некоторые числовые множители
1 1 1 . 1
>чД1 * \хН2 * \h3 9 ph± *
в частности при \hx =  \ih2 =  v/z3 =  p/z4 (т. е. для барицентрической 
системы Мебиуса).
и _  v __ w _  р 
dx d2 d§ d±
т. е. тангенциальные координаты плоскости в этом случае пропорцио­
нальны расстояниям плоскости от вершин тетраэдра.
Вместо точечных координат при аналитическом исследовании гео­
метрических образов мы можем пользоваться тангенциальными коорди­
натами плоскости, при этом за основной элемент пространства, обра­
зующий фигуры или многообразия более сложные, принимается, следо­
вательно, не точка, а плоскость.
9. Принцип двойственности.
Подобно принципу двойственности на плоскости, аналогичный 
принцип будет иметь место и в пространстве. При этом в простран­
стве взаимными элементами будут точка и плоскость, ибо в простран­
стве плоскость определяется тремя точками (на ней лежащими, ей 
инцидентными), точка же определяется тремя плоскостями, через нее 
проходящими. Прямая в пространстве будет взаимна сама себе, ибо 
две точки определяют прямую, равно как и две плоскости определяют 
прямую их пересечения.
Пусть мы имеем линейное преобразование, переводящее плоскости 
одной фигуры в соответствующие точки другой фигуры:
и v
-|— а2у' -j~ -j— ci±tf bxxf —j- b^yf -{- b$zf —J- b^ tr
0
.*• V
_____  ' W _ _ j __________________________P ______________.
.* cxx/ -j- c2yr -j- c$zr -f- cd-r . d-jx' -j- d^y’ -j- d%zr -j- d$tr * (52)
возьмем далее уравнение точки первого многообразия:
хи -f- yv  -j~ zw ip =  0 (53)
>  -  •  ‘ - . f  .  •• . r  e  ,  •. * •
(здесь переменными считаются и : v i w : р \  и произведем в нем замену 
переменных с помощью
х {а хх ' +  а^у'Чг azz' +  М О  Л~У (Рл*' 4 "  bbzr М О +
+  Z{C\X' Н~ С%У' ~\~ czz' 4 “ М )  +  t (dxx ' -f- d2y r ~j~d3z' +  d j ' )  =  О
или
( М  +  Ьху  +  cxz +  dxt)x ' -j- (а2х  4 - b2y +  c2z +  d2t)y' +
+  (% *ч+ .V  +  csz +  dbt) z' +  b2y  +  c4*  4 - d j )  f  =  0.
Полученное уравнение относительно x f :y ' : z ' : tr будет уравнением 
плоскости второй фигуры, той плоскости, которая соответствует
1 7  З а к .  С ;  С .  Й 5 7
точке ( x :y : z : t )  первой фигуры. Если мы обозначим координаты 
этой плоскости через u ' : v ' : w ' : p \  тогда
w v
ихх —]— bxy -]- cxz -|— dxt и<ус —{- b$y —f- -j- d<^t
wr Jo'
a Bx  - j -  b$y -j-r c%z - } -  d$t a±x  - { -  b±y - J -  cxz - j -  dxt ’
разрешив эти соотношения относительно х, у , 2*, t, мы нолучим:
__________ £__________  ________ У_________ .
Ахи' +  А#)' +  Л3о/ +  А±р' Bxar -j- Вф)' +  Bbw' +  В*р' '
__  _______________ z  __ ________________ t____________ _
Схи! —(- Сф)г -j— Сфи)* -{~ Схр* Dxv! —|— D$)f —j- D$(8)f -j-
\
где Av A2, . . . ,  B v B2, . . .  суть адъюнкты элементов определителя 
из коэффициентов подстановки (52). Таким образом соотношения (52) 
и (54') будут давать переход от плоскостей и точек первой фигуры 
к точкам и плоскостям второй фигуры; при этом уравнение (53) 
в силу самого нашего вывода формул (54) преобразуется в уравнение:
и'х' -j- v'y' -f- w'z' 4 - p 't' =  0, (53')
(54')
т. е. отношение инцидентности элементов первой фигуры (точек и 
плоскостей) переходит в ' отношение инцидентности соответствующих 
элементов второй фигуры. Преобразование, устанавливаемое с помощью 
формул (52) и (54'), т. е. преобразование, переводящее точки первой 
фигуры в плоскости второй и плоскости первой в точки второй 
с сохранением притом инцидентности в соответствующих элементах> 
называется преобразованием взаимным или коррелятивным.
Ясно, что такое преобразование из всякого свойства фигуры, 
касающегося относительного расположения точек и плоскостей дает 
возможность получить двойственное свойство коррелятивной фигуры, 
касающееся относительного расположения плоскостей и точек. Выше 
мы доказали, например, обобщенную теорему Дезарга: если два тетра­
эдра расположены так, что прямые, соединяющие соответственные % •
вершины, сходятся в одной точке, то прямые пересечения соответ­
ственных граней их лежат в "одной плоскости; по принципу двой­
ственности (т. е. в силу коррелятивного преобразования) мы имеем 
также обратную теорему: если прямые пересечения соответственных 
граней двух тетраэдров лежат в одной плоскости, то прямые, соеди­
няющие их соответственные вершины, сходятся в одной точке. Наибо­
лее простое коррелятивное преобразование мы получим, еели соот­
ношения (52) возьмем в виде:
Нетрудно убедиться, что 
примут вид:
в этом случае соотношения (54) или (54')
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т. е. данное коррелятивное преобразование просто сводится к обмену 
мест точечных и тангенциальных координат. Это обозначает, что вся­
кому соотношению или выражению, аналитически (в координатах) 
выражающему то или иное свойстео  фигуры, мы можем давать двоякое 
истолкование: одни переменные мы можем считать за точечные коор­
динаты, другие за тангенциальные или, наоборот, первые переменные 
считать за тангенциальные координаты, вторые за точечные. Каждый 
раз, как выбранное соотношение или выражение несимметрично отно­
сительно обеих групп переменных, мы будем получать два различных 
взаимных свойства фигуры. Соотношение, например:
Х.2 Х% Х { о
будет выражать собой условие, при котором четыре точки
%
лежат в одной плоскости; взаимное соотношение:
I « 1  Ч«3  а 4 I =  0
/
будет выражать условие, при котором четыре плоскости
( “ i  :  :  Pi), К  :  :  М  ( % :  )  и  ( « 4  р 4) ,
проходят через одну точку.
Выражения лг +  \х \ ' у  -|- \у \  z -J- Хз', t \t ' будут координатами 
любой точки (при произвольном X), лежащей на прямой, соединяющей 
две данных точки А (х .: у : z : t) и В (хг : у' : z ' : /'); подобным об­
разом иА-\и!у v -\-\v r, w-j-Xw', будут координатами любой
плоскости, проходящей через прямую пересечения двух данных пло­
скостей
а (и : -о : w : р) и Ь (и! : v' : w' : р')
и т. д.
Упражнения. 871. Подобно тому как уравнение
| х хх х2 х3 | =  О
изображает плоскость; проходящую через три точки
м ± (-*1 -Ух-г 1: i^), М2 (х2 :y2:z2 *• к \ Щ (*з • Уь•’ *з •
уравнение
|,к at и2 щ \ — О
будет'изображать точку, принадлежащую трем плоскостям
m2{y2\v2\W%\ р£, mz (%: v%: wz :рь). \
872. Сформулировать по принципу двойственности предложения, корреля­
тивные тем, которые разобраны в § 6.
Указание. Пусть а =  0, р == 0, у = 0 ,  5 =  0 будут уравнения точек МЪ МЪ 
М& М} в плоскостных координатах.
Уравнение а — /яр =  0 изображает точку, лежащую на Прямой, соединяю­
щей точки Mr и М *
а 8 \-ч * •
У равнение----- 5“  =  0 изображает точку, лежащую на прямой Af1Af2 и
г1 v
принадлежащую плоскости щ , координаты которой подставлены в выражения 
а и р, т. е. точку пересечения прямой. МхМ2 и данной (своими координатами) 
плоскости. ' ... : s ■
Наличие тождества Ха рр +  ту =  0 означает, что три точки Mlt М.г, М3 
лежат на одной прямой. Уравнение Ха +  + ' п — 0 изображает точку, лежа­
щую в плоскости трех данных точек Mlf М2, М&
Тождество Ха- r j - +  vf +  ро =  0 означает, что четыре данных точки Mlf 
М2, М3, Мд лежат в одной плоскости и т. д.
ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ.
К § 1.
1. В чем состоит метод сокращенных обозначений в применении к фигу­
рам, на плоскости?
2. Какое элементарное предложение об уравнении прямой играет наиболее 
существенную роль в методе сокращенных обозначений?
3. Какое геометрическое значение имеет наличие тождественного линейного 
однородного соотношения между левыми частями уравнений трех прямых?
4. Как может быть написано уравнение любой прямой плоскости, когда 
даны уравнения трех прямых, не проходящих через одну точку?
5. Каково содержание теоремы Дезарга о гомологичных треугольниках?
К §2.
6. К какому выводу приводит метод сокращенных обозначений?
7. Как определяются трилинейные координаты точки относительно основ­
ного треугольника?
8. Каковы преимущества трилинейной системы координат?
9. Можно ли обыкновенную декартову систему координат рассматривать 
как частный случай трилинейной системы?
К § 3.
10. Что называется проективным или коллинеарным преобразованием?
11. Почему указанное преобразование называется коллинеарным и почему 
оно называется проективным?
К § 4.
12. В чем состоит принцип двойственности для плоских фигур?
13. Какие фигуры называются коррелятивными? Какие предложения назы­
ваются коррелятивными друг другу?
14. Как принцип двойственности может быть обоснован на полярных 
свойствах-линий 2-го порядка?
15. Как определяются координаты прямой?
16. Какое геометрическое истолкованием имеет линейное уравнение между 
координатами прямой?
17. Какое геометрическое истолкование имеет любое уравнение между
координатами прямой? i
18. Почему координаты прямой иначе называются тангенциальными ее 
координатами?
19. Каким, образом (и почему) мы можем давать двоякое истолкование 
всякому соотношению, выражающему относительное расположение элементов 
плоскости?
К § 5.
20. Какое преобразование фигуры называется коррелятивным й как оно 
изображается аналитически?
21. Как показать, что всякое коррелятивное преобразование плоскости разла­
гается на смещение фигуры и на взаимно-полярное преобразование относи- 
сительно некоторой кривой 2-го порядка?
: К § 6. ' ’ :
22. В чем состоит мртод сокращенных1 обозначений применительно к про­
странству?; '■
23. Кайое геометрическое истолкование может быть дано тождественному
линейному (однородному) соотношению между левыми частями уравнений 
двух, или трех, или четырех плоскостей? /
24. Какое геометрическое истолкование может @ыть дано линейному 
(однородному) уравнению между левыми частями уравнений двух, или трех, 
или четырех плоскостей?
25. В чем состоит обобщенная теорема Дезарга о гомологичных тетраэдрах?
К § 7.
26. Какой вывод дает метод сокращенных обозначений с точки зрения 
обобщения понятия о координатах?
27. Как определяются тетраэдрические координаты точки относительно 
основного тетраэдра?
28. Каковы преимущества тетраэдрической системы координат?
К § 8.
29. Как могут быть определены координаты плоскости относительно основ­
ного тетраэдра?
30. Какое геометрическое истолкование в пространстве имеет уравнение 
(в частности, линейное) между тангенциальными координатами?
К § 9.
\
31. Какие из основных элементов пространства будут взаимными друг 
другу? Какой из основных элементов пространства будет взаимным самому 
себе?
32. Как формулировать принцип двойственности для пространства?
33. Какое преобразование пространства называется коррелятивным и как 
оно изображается аналитически?
Упражнения. 873. Уравнения сторон треугольника и =  0, v =  0, w =  0 
Через его вершины проводятся прямые, сходящиеся в одной точке и своим 
пересечением с противоположными сторонами определяющие вершины нового 
треугольника. Найти уравнения сторон последнего, j
874. Стороны треугольника проходят через три заданные точки, а две 
из его вершин скользят по заданным двум прямым. Найти геометрическое 
место третьей вершины треугольника.
875. Какое геометрическое истолкование можно дать уравнению:
и
Uq.+  V0 +  Щ
если и — 0, .1/ =  0, W — 0 — уравнения трех сторон треугольника, а и0, v0 
w0 — значение левых частей этих уравнений для координат некоторой заданной 
точки М$.
Указание. Уравнение —и0
V— =  0 изображает прямую СМ0, а потому
уравнение ■— j- — =  0 изображаем луч, четвертый гармонический к трем лучам
Щ vo '■ ■ v ■
CAi СВ, СМ0. Данная прямая (а) проходит через точку пересечений прямой
— +  — =  0 и прямой яу =  0. а0 1 г>0
Проведем через каждую вершину треугольника луч, четвертый гармони­
ческий к двум сторонам треугольника и к лучу, соединяющему вершину- 
с точкой М0; эти три луча 'пересекут противоположные стороны треугольника 
в трех точках, лежащих на одной прямой (а) (сравнить с упражнением 855).
876. Центр тяжести (точка переселения медиан) базисного треугольника 
имеет трилинейные координаты (1 :1 :1 ). Каковы будут координаты центра 
круга, вписанного в треугольник?
877. Центр круга, вписанного в базисный треугольник, имеет трилинейные
коЪрдинаты (1 :1 :1 ). Каковы будут координаты центра тяжести треуголь­
ника?'. ■ •' ,
878. Если коллинеарное преобразование сохраняет неизменными три дей­
ствительных (различных) точки плоскости, то, принимая их за вершины базис­
ного треугольника, мы приведем преобразование к виду:
х' _  у' __ z'
$iX ~  s2y ~  sbz
Если коллинеарное преобразование сохраняет неизменными одну действитель­
ную точку и две мнимых, то, принимая первую за вершину базисного тре­
угольника, и прямую, соединяющую две последних точки, за его противопо­
ложную сторону, мы можем преобразование привести к виду:
хг _  у ' __ z'
а±х ~  ау — $ z ~  $y-{-az
87Э. Для аналитического изображения какого-либо произвольного корреля­
тивного преобразования примем за базисный треугольник такой треугольник, 
каждая вершина которого данным преобразованием переводится в противо­
лежащую сторону, тогда преобразование изобразится соотношениями:
и' vr wr
—  _ —  ' ■ ■  - -  *
ах by cz
Указание. Вершине .^  =  1, у1 =  0, zx — 0, должна соответствовать прямая
«1== 1, v =  0, w =  0, поэтому в соотношении (32) необходимо — 0, ct =  0;
аналогично из соответствия других вершин противолежащим сторонам заклю­
чаем, что а2 =  0, с2 =  0 и а3 ==0, Ь3 =  0. Полученное преобразование является 
преобразованием взаимными полярами относительно кривой 2-го порядка 
ах2 +  by2 -j- cz1 — 0, отнесенной к автополярному треугольнику.
880. Геометрическим местом точек, лежащих на соответствующих им пря­
мых в данном коррелятивном преобразовании (32), будет кривая 2-го порядка, 
изображаемая уравнением
(а1х 1 4* &2Х2 4~ аЗХз) Х1 4" (&1Х1 4" &2Х2 4" Ь3Хз) х2 “1“ (С1Х1 4 " С2Х2 4" С3Х )^ Х3 —
881. Коррелятивное преобразование, в котором каждая точка плоскости 
инцидентна соответствующей ей прямой, изобразится соотношениями:
гг f г
иг U2 U3
сх2 — Ьхз — сх1 -j- ах 3 Ьх1 — ах2 %
Указание. Для искомого преобразования условие инцидентности точки 
и соответствующей прямой должно выполняться тождественно (для всякой 
точки плоскости), поэтому:
*
а2 4~ 1^ “  о» «з4-^ 1 = 3^ 4" 2^ — Р.
882. Уравнения граней тетраэдра *  =  0, у^ =  0, 2 =  0, t — 0; через его 
вершины проводятся прямые, сходящиеся, в точке Мд(х0:у 0: z0: t0) и своим 
пересечением с противоположными гранями определяющие вершины второго 
тетраэдра. Найти уравнения граней последнего.
883. Через каждое ребро тетраэдра и через какуЪ-нибудь точку 
М0 (х  ^:_у0: z0 : tQ) проведем плоскость, затем возьмем для нее плоскость, четвер­
тую гармоническую относительно граней тетраэдра, сходящихся на выбранном 
ребре; каждая из полученных шести плоскостей пересечет противолежащее 
ребро. Шесть точек, построенных указанным образом, лежат в одной плоскости
изображаемой уравнением:
* ,, # * - • * '  ’
х
х0
i 2  +  i  +
' У о^
884. Два последовательных коррелятивных преобразования (плоскости или 
пространства) дают преобразование коллинеарное.
2 6 2
8 3 5 .  К о р р е л я т и в н о е  п р е о б р а з о в а н и е ,  п р и  к о т о р о м  к а ж д а я  т о ч к а  п р о с т р а н ­
с т в а  и н ц и д е н т н а  с о о т в е т с т в у ю щ е й  е й  п л о с к о с т и ,  и з о б р а з и т с я  с о о т н о ш е н и я м и
и! _ vr _
а2У 4 “  —  а2х  4 ~  h z +  ^ 4 t
wr _  - р'
—  агх  —  b3y  4 ~  cxt ~  —  аАх  —  Ь4у  —  c4z *
Указание. У с л о в и е м  т о г о ,  ч т о '  т о ч к а  и н ц и д е н т н а  с о о т в е т с т в у ю щ е й  п л о ­
с к о с т и  п р и  д а н н о м  к о р р е л я т и в н о м  п р е о б р а з о в а н и и  ( 5 2 ) ,  б у д е т  с о о т н о ш е н и е :
(ахх  4 ~  # 2  у 4 "  a3 z 4 ~  а41)х  4 -  iP Iх  4 ~  ^ 2у  4 ~  ^ з 2  4 ~  b4t) у  +
4 "  (cix  4 ~  С2 У 4 "  с& 4 “  с4р)z +  {dxx - f * . d2y  4 ~  dbz - j -  d4t) t =■ 0 ;
д л я  и с к о м о г о  к о р р е л я т и в н о г о  п р е о б р а з о в а н и я  э т о  с о о т н о ш е н и е  д о л ж н о  в ы п о л ­
н я т ь с я  т о ж д е с т в е н н о ,  п о э т о м у :
а х =  0, Ь2 — 0, с3 =  0, d4 — 0.
Ьх4 "  а 2  —  0 ,  с1 ~\~аг — dx 4 *  а 4  ~  0 t
С2 4 “  3^ = =  ^3 4 ~ с 4 ~  0, ^2 4 “  4^ =  0'
8 8 6 .  П у с т ь  н а м  д а н ы  д в е  т о ч к и  (хх:Ух: zx : tx) и  ( л г 2 : у 2 z2 :  t2)\ т о г д а  п р я ­
м а я ,  п р о х о д я щ а я  ч е р е з  э т и  т о ч к и ,  м о ж е т  б ы т ь  и з о б р а ж е н а  д в у м я  л ю б ы м и  
я з  ч е т ы р е х  у р а в н е н и й :
РыУ — P2i*+Pxt =  0,
—  Рих  4 ~  Pliz 4 “  PvP —  (ау
Р2\х  —  РиУ 4 “  Pl2* —
Pi** +  РяУ +  Рп? =
г д е  ,
Р 2 3  _ _  Рп _ _  Pl2 _ _
yiZ-2 —  ^ 2 ^ 1  zlx2 — z2xl Х\У2 — Х2У1
_ _  ЕЖ _ 2  P2i _  Pu
Xxt2 —- X 2tx у  1 2^ — У2 1^ z \f-2 ■—  z 2p\\ ;
В е л и ч и н ы  / 7 2 з  •  Р з 1 : Р1 2 : Р 1 4 : / ’ a i :Ры з а в и с я т  о т  ч е т ы р е х  о т н о ш е н и й ,  и б о  о н и  
с в я з а н ы  с о о т н о ш е н и е м :  '
Р23РЫ~\~ РгХРпЛ' РюРы — (Р)
О н и  н а з ы в а ю т с я  р а д и а л ь н ы м и  о д н о р о д н ы м и  к о о р д и н а т а м и  п р я м о й  ( П л ю к е р ) .  
А н а л о г и ч н о ,  е с л и  п р я м а я  з а д а н а  п е р е с е ч е н и е м  д в у х  п л о с к о с т е й
т о  в е л и ч и н ы
uxtvx:wx;px и  u2\vz \w2:pZy
\
\
\ Я23 _  < ? 3 1  _ _  Я12 _
vxw2<—v2wx wxa 2  —  wzux uxv 2  —  u2vx
_ _  Eli — ? 2 4  _ _  Ям
Uxp 2 —  UzPx ‘ VXp 2 —  v 2p x Щ р2  —  w 2pX ’
с в я з а н н ы е  с о о т н о ш е н и е м :
ЯтЯи 4 “  ЯзхЯях 4 “  ^ 1 2 ^ 3 4  =
н а з ы в а ю т с я  а к с и а л ь н ы м и  о д н о р о д н ы м и  к о о р д и н а т а м и  п р я м о й  ( П л ю к е р ) . .
П о к а ж и т е ,  ч т о  у с л о в и е м  п е р е с е ч е н и я  д в у х  п р я м ы х  я в л я е т с я  с о о т н о ш е н и е :
Р&Ри +  РиР-гз +  РлРм +  РъУп  +  Pi2 p'u +  PsiPis =  0  ( г )
и л и  с о о т н о ш е н и е :
2^3^ 14 4“ Я±±Я'23 4“ ^ 31^ 24 4~ ^ 24^ 31 4~ ^ 12^ 34 4~ 3^4^ 12 == 0.
Указание. 1 )  Л е г к о  п р о в е р и т ь  п о д с т а н о в к о й ,  ч т о  к а ж д о е  и з  ч е т ы р е х  у р а в ­
н е н и й  ( а )  и з о б р а ж а е т  п л о с к о с т ь ,  п р о х о д я щ у ю  ч е р е з  т в е  з а д а н н ы х  т о ч к и ;
далее, в силу условия (р) два любых из'уравнений (а) являются следствиями 
двух других; поэтому прямая, проходящая через две данных точки, изобра­
жается двумя из уравнений (а).
.2) Условиям пересечения прямой, изображаемой уравнениями;
РЫУ — P2lZ +  =  О,
— P3ix +  Puz Н~ Рп? =  0. 
с прямой, изображаемой уравнениями:
- р  z - \ - p r t ~  0,*24 1 2^3 *
г
Р У-Г34Г
будет соотношение;
— р х  -I- V z 4- я t =s 0,*34 “  М4 ' *31
О Р34 — 2^4 Рчг
— Ри О Pi 2 Ри
0
р и - Р и К ь
г 0 / /— рг34 Р 12 3^1
=  0,
которое с помощью условия (р) может быть приведено к виду (7).
3) Прямая, определяемая координатами р^, будет тождественна с прямой, 
определяемой координатами qiJc, если:
Яш  _  Ы  __ Я12 _  Я и  __ #24 _  #34
jPl4 />24 jP34 ^23 ^31 ^12
В самом ^еле, прямая, заданная уравнениями:.
РиУ— +  Р%$ =
N '  •  О ’
— Рза* +  Z7^  +7%1  ^=  0,
будет иметь своими плоскостными координатами 
из матрицы:
0 Ри —Рш Рш
определители 2-го порядка
Ри О Ри Ри
что и дает указанные значения для qi1c.
Г л а в а XXIII.
Метод сокращенных обозначений в применении
;к образам 2-го порядка.
Эта последняя глава содержит простейшие применения метода сокращен­
ных обозначений к образам 2-го порядка, главным образом имея в виду лишь 
разъяснение сущности метода. Хотя только для левой части нормированного 
уравнения окружности или сферы можно дать простое гоометрическое истол­
кование (квадрат, длины касательной), однако отсутствие аналогичного истол­
кования для левой части общего уравнения кривой 2-го порядка или поверх­
ности 2-го порядка не служит препятствием для применения к исследованию 
последних образов метода сокращенных обозначений. Действительно, геометри­
ческое истолкование тождественных соотношений между левыми частями 
данных уравнений, линейных соотношений между ними, распадения этих левых 
частей на множители и т. д. уже само по себе дает целый ряд интересных и 
важных свойств указанных геометрических образов.
Наиболее существенными примерами приложений метода сокращенных 
обозначений являются для кривых 2-го порядка вывод теорем Паскаля и 
Брианшона и обобщенная теория фокусов, для поверхностей же 2-го порядка 
—  изыскание их круговых сечений, и изучение фокальных свойств.
1. Окружность.
i4
Возьмем центр окружности в точке (а ; b) по отношению к неко­
торой косоугольной системе координат с координатным углом а>, и 
пусть радиус окружности будет г; тогда уравнение окружности мы 
получим, если выразим, что расстояние любой ее точки (лг; у) от 
центра равно радиусу, следовательно:
(х—  а)2*-[~2 (х  — а) (у — b) cos ю -f-(у — Ь)2 — г2 = = О . ч (1) 
или в развернутом виде:
х2 -j- 2ху cos со -\~у2 — 2 (a-\-b  cos <&)х-— 2 (a cos ш -f- ^) +
4~ (а2 -|- 2ab cos <о 4~ Ь2 -— г2) =  0. (1 ')
Уравнение окружности в прямоугольной декартовой системе коор­
динат Гприш — у )  будет иметь вид:
( я  cl) 2 4 “  ( у  ~  Ь )2 т 2 =  0  ( 2 )
или
* *4 4 у ®  — 2ах — 2Ъу +  (а2 +  Ь2 — г2) =  0. (2Л)
Уравнение 2-й степени относительно координат х  и у  будет изоб­
ражать окружность по отношению к какой-либо прямоугольной системе 
координат, если в этом уравнении коэфициенты при квадратах коорди­
нат будут одинаковы, члена же с произведением координат не будет. 
В  общем случае относительно косоугольной системы координат урав­
нение 2-й степени будет изображать окружность, когда коэфициенты 
трех старших его членов х2, 2лгу, у 2 будут пропорциональны числам:
1 : cos со : 1.
Если нам дано относительно прямоугольной системы координат 
уравнение 2-й степени вида:
х 2 + у 2 +  2М х-\- 2Ny +  P = 0 ,  (3)
то его можно привести к виду (2) или (2')> если принять:
—  а =  М,
—  b =  N, 
a2 -\-b2—  г2 =  Р.
Тогда последнее уравнение этой системы определит квадрат радиуса 
окружности:
r2 =  M2-\-N 2 — P.
Указанное выражение для г2 может дать для него положительное, 
нулевое или отрицательное значение; в двух последних случаях урав­
н е н и е ^ ) не будет собственно изображать действительной окружности. 
Однакё, поскольку в нем нет члена с , произведением координат и коэ­
фициенты при квадратах координат,одинаковы, поскольку, следовательно, 
уравнение (3) может быть приведено к виду (2) или (2'), мы будем 
говорить, что оно всегда изображает окружность. Когда для г2 мы по­
лучим отрицательное значение, а следовательно, для г мнимое, мы 
■ будем говорить, что уравнение (3) изображает окружность мнимого 
радиуса или мнимую окружность: когда г окажется равным нулю, будем 
говорить, что уравнение (3) изображает окружность нулевого радиуса.
Окружность нулевого радиуса изобразится уравнением:
(х — я)2-b ( v —- Ь)2 =  0;
этому уравнению удовлетворяет одна пара действительных значений 
координат х  — а, у  =  Ъ* t .v е. эта окружность имеет одну действитель­
ную точку.
Вместе с тем левая часть ее уравнения распадается на два линей­
ных множителя:;
[i (х  — a )- j-y  — А] [ — i — a)— £] =  О,
а потому уравнение окружности нулевого радиуса можно истолковать 
также как уравнение пары изотропных прямых:
у  — b = — Цх  — я),
) .  ' •  ■
у  — b — i(x  — а), 
пересекающихся в точке (я; Ь).
■ \ ■: . ' ■ t •. \ •; ' .
Так как в общем уравнении (1) окружности содержатся три пара­
метра, то окружность будет вполне определяться тремя условиями, 
например требованием, чтобы окружность проходила через три данных 
точки.
Будем называть уравнение окружности (1) или (2), т. е. уравнение 
окружности, в котором каждый из коэфициентов при квадратах коор­
динат равен единице, нормальным уравнением окружности; левую часть 
его обозначим сокращенно через С, так что:
С == (х — а)2 -\-2 (х — а) (у — Ь) соs <*> +  СУ —  b)2 — г2 — 0. (4)
Пусть М (х; у) будет любая точка плоскости, тогда выражение
( х — а)2 +  2 (х —  а) (у — b) с os со -}- (у — Ь)2
будет квадратом расстояния этой точки от центра окружности, а 
потому левая часть нормального уравнения окружности представится 
в виде: \
с  =  МО2 — г2 =  (МО +  г) (МО —  г).
i
Проведем через точку М ,
и центр окружности се- А
кущую, и пусть она пере­
сечет окружность в двух 
точках Л и  В.
Если точка М находится 
вне'окружности (черт. 174), 
то
MO~j-r =  MB,
... МО — г= М А , 
и следовательно,
Если точка М находится внутри окружности (черт. 175), то
МО -\-г =  МВ,
МО — г = * — (г — М О у = — \/.Щ =  МА,
поэтому опять:
С =  МА * МВ.
1 v ‘ .
Итак, в обоих случаях левая часть нормального уравнения окружности 
равна произведению отрезков секущей, проходящей через выбранную 
"Точку Ж, отрезков от точки М  до точек пересечения секущей с ок­
ружностью. Наша секущая, собственно, проходит через центр окруж­
ности, но, как известно, для окружности произведение отрезков любой 
секущей, проходящей через выбранную точку, постоянно, например:
МА • МВ — МА' • M B',
\ < '• '
■» • I* * ч
♦ 4: ч 4 . \
поэтому мы Можем не упоминать о том, что первоначальная секущая 
проведена нами через центр»
% • f • 1 .
+  * I •
2 6 7
Если точка М  взята вне окружности, из нее можно провести ка­
сательную длиною МТ, и тогда
С =  М Т2.
Произведение отрезков (направленных) секущей, проходящей через 
какую-либо точку плоскости, называется степенью точка относительно 
данной окружности.
Таким образом левая часть нормального ура нения окружности 
для координат какой-либо точки плоскости дает степень этой точки 
относительно окружности.
Легко видеть, что степень точки положительна для точки вне 
окружности, отрицательна для точки внутри окружности и обращается 
в нуль для точек самой окружности.
Указанное геометрическое истолкование левой части нормального 
уравнения окружности, подобно геометрическому значению левой 
части нормального уравнения прямой, служит основанием для геомет­
рического истолкования многих результатов, получаемых методом 
сокращенных обозначений.
Обозначим левые части нормальных уравнений двух окружностей 
относительно какой-либо прямозтольной системы координат соответ­
ственно через С и С', так что уравнения этих окружностей сокращенно 
запишутся в виде:
С = 0, С' = , 0; (5)
в таком случае уравнение:
С т С  — 0 (6)
будем изображать некоторую третью окружность, ибо если развернуть 
это уравнение, то в нем не будет члена с произведением координат, 
а коэфициенты при квадратах координат будут одинаковы. Эта третья 
окружность проходит через точки пересечения двух первых окружно­
стей, так как ее! уравнение удовлетворяется, как только точка (л:; у) 
выбрана так, чтобы одновременно удовлетворялись уравнения (5).
При этом будем говорить, что две окружности должны пере­
секаться в четырех точках, так как система двух уравнений (5), 
каждое из которых 2-й степени относительно х  и уЛ должна быть 
вообще равносильна одному уравнению 4-$ степени с одним неизвестным, 
а потому должна давать четыре решения.
Пусть М (х; у) будет какая-нибудь точка третьей окружности, 
тогда для нее уравнение (6) можно написать в виде:
которое показывает, что отношение степеней этой точки относительно 
двух данных окружностей постоянно.
Таким образом мы можем сказать: геометрическое место- таких 
точек, степени каждой из которых относительно двух заданных ок­
ружностей находятся в постоянном отношении, есть окружность, при 
этом последняя проходит через точки пересечения двух данных 
окружностей.
Меняя значение параметра т  в уравнении (6), мы будем получать 
уравнения различных окружностей, проходящих через точки пересечения 
двух данных; поэтому принято говорить, что уравнение (6) есть 
уравнение пучка окружностей, проходящих через точки пересечения 
двух данных окружностей.
Особенно интересные заключения мы получим, если примем в урав­
нении (6) параметр т  =  1, тогда 1
С — С' =  0; (7)
из предыдущего следует, что это уравнение изображает геометри­
ческое место точек, для каждой из которых ее степени относительно 
двух данных окружностей равны между собой, или место таких точек, 
что из каждой из них к двум данным окружностям можно провести 
равные касательные. Если мы в первоначальных уравнениях (5) вос­
становим однородность, а затем развернем уравнение (7), то оно 
примет вид:
С — Сг =  [(х — a z f  -\-{y — bz)2 — r*z2] —
— [(х — a'z)2 +  (у —  b 'z f  — / 2г2\ =  О
или
z [2 (а! — а )х  +  2 (У — Ь ) у ( а 2 Ь2 — г* — а '2 — Ь'2 / 2) z) =  0.
Таким образом уравнение (7) изображает совокупность двух пря­
мых, одной
а =  О,
т.,е. бесконечно удаленной прямой, и другой
2 ( а '  — а )  х - \ - 2 ( Ь '  — Ь ) у - \ -  
-j- (а? Ау р2 — г2—• а'2 — Ь'2 -j- г'2') z  == 0; (8)
t
' ' l
г  *, * ,
каждая из них проходит через две (из четырех) точки пересечения 
двух данных окружностей.
Итак, прежде всего две из (четырех) точек пересечения двух лю­
бых окружностей лежат на бесконечно удаленной прямой.
Полагая z =  0 в уравнении любой окружности:
С ==(х — az)2 +  (у — bz)2 — r2z2 =  0,
мы получим:
лг2 - f / а  =  0, f9)
Л  •  "  ■ •  '  '•  ‘  i .  •  '
т. е. всегда одну и ту же пару изотропных прямых. Следовательно, 
вСе окружности плоскости проходят через одну и ту же пару мнимых 
точек, которые являются пересечением бесконечно удаленной прямой 
с парою изотропных прямые (9). Эти точки называются циклическими 
точками плоскости. (
’ . •
х 2 -\-у2 ~j- z  (atx  bxy-\- cxz) — 0
есть общий вид уравнения линии 2-го порядка, проходящей через 
циклические точки, и оно изображает непременно окружность; поэтому
мы можем сказать обратно: линии 2-го порядка, проходящие, через 
цилиндрические точки плоскости, суть непременно окружности. Ли­
ния 2-го порядка определяется пятью точками, а всякая окружность 
проходит через две циклических точки; поэтому, не упоминая о по­
следних, обычно и говорят, что окружность определяется тремя 
точками.
Обратимся теперь к рассмотрению уравнения (8) второй прямой, 
проходящей через две другие точки пересечения двух данных окруж­
ностей; эти точки пересечения могут быть действительными или мни­
мыми, однако прямая (8) всегда действительна, если действительны 
коэфициенты уравнений данных окружностей. Прямую (8) называют 
радикальною осью данных двух окружностей; как мы видели, она 
представляет собою геометрическое место точек, для каждой из кото­
рых касательные к двум данным окружностям имеют равные длины. 
Составим уравнение прямой, соединяющей центры данных окружностей:
х  — а _  у  — b 
а ' — а Ьг — Ь
или в развернутом виде:
(У  —  Ь) х  — (а! — а) у  +  агЬ — ab' — 0;
легко видеть, что эта прямая центров перпендикулярна к радикальной 
оси. Итак, радикальная ось двух окружностей перпендикулярна
к прямой, соединяющей их 
центры.
Возьмем три окружности, 
уравнения которых будут:
С = 0 ,  <7 =  0, С' =  0;
радикальная ось первой и 
второй будет:
С — <7 =  0;
радикальная ось первой и третьей будет:
С" —  С =  0;
наконец, радикальная ось второй и третьей окружности изобразится 
уравнением:
а — с " = й ;
так как сумма левых частей этих трех уравнений тождественно равна 
нулю, то мы заключаем: радикальные оси трех  любых окружностей 
пересекаются в одной точке. Эта точка называется их радикальным 
центром. Длины касательных, проведенных из радикального центра 
к каждой из трех окружностей, очевидно, равны между собой.
Если две окружности пересекаются в действительных двух точках 
(кроме циклических точек), то радикальною осью будет прямая, про­
ходящая через эти точки пересечения. Если же две окружности не 
пересекаются в действительных двух точках, то для построения их ра­
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дикальной оси можно воспользоваться вышеуказанными свойствами 
следующим образом; проведем какую-нибудь третью окружность, пе­
ресекающую каждую из данных в действительных точках (черт. 176), 
и пусть О будет точкой пересечения радикальных осей третьей окруж­
ности с каждою из данных. Точка О будет радикальным центром 
трех окружностей; тогда прямая, проходящая через точку О и пер­
пендикулярная к прямой центров двух первоначальных окружностей, 
и будет радикальною осью последних.
Упражнения. 887. Если данная окружность изображается уравнением- 
С =  0, то уравнение концентрических с нею окружностей будет: С,— т  =  О,. 
где т  — постоянное.
Указание. Уравнения С — 0 и С — т  — 0 двух окружностей отличаются 
между собой лишь свободными членами, а так как координаты центра окруж­
ности определяются коэфициентами первых степеней х  и у, то эти две ок­
ружности имеют общий центр.
888. Если три окружности определяются соответственно уравнениями
С  — 0. С" — 0, С'" — 0, то тождественное соотношение (относительно коорди­
нат х н у ) :  '
1C  +  рС" +  vC"7 =  0,
/
где X, р, v — некоторые коэфициенты, означает, что три данных окружности 
имеют общую радикальную ось.
Указание. Действительно, из данного тождества следует, что третья ок­
ружность проходит через точки пересечение двух первых.
889. Тождественное соотношение
X C + p C ' +  vC"-j-pC/// =  0
между левыми частями уравнений четырех окружностей С — 0, С  =  0, С" =  0, 
С "  =  0 означает, что эти четыре окружности имеют общий радикальный центр.
890. Преобразование плоскости называется инверсией относительно данной 
окружности радиуса г или преобразованием обратными радиусами-векторами, 
если соответствующие точки лежат на одном луче, выходящем из центра &  
данной окружности, и удовлетворяют условию: ‘
ОМ • ОМг =  гК
Показать, что формулами указанного преобразования будут:
х г _у г __ г2
х  у  х2 +  у2 9
инверсия преобразует прямую в окружность, проходящую через точку О, и. про­
извольную окружность, не проходящую через точку О, — в окружность же.
, • > • ■ .*
2. Пучок линий 2-го порядка.
• ,  • \ •
Обозначим левые части уравнений двух линий 2-го порядка отно­
сительно какой-либо декартовой системы координат соответственно 
через $ и так что их уравнения сокращенно можем записать в виде:
Тогда уравнение
\ • . •
s =  0,
О )
s ' =  0.
. \ / •* . ■ ‘
$ — ks'==  0\ (2>
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будет изображать некоторую линию 2-го порядка, проходящую, через 
четыре точки пересечения двух данных линий (1), ибо уравнение (2), 
очевидно, удовлетворяется такими значениями координат, которые од­
новременно удовлетворяют каждому из уравнений (1).
Меняя в уравнении (2) значение параметра к, мы будем получать 
различные линии 2-го порядка, проходящие через точки пересечения 
двух первоначальных линий; поэтому говорят, что уравнение (2) изо­
бражает пучок линий 2-го порядка, проходящих через точки пересе­
чения двух данных.
Какая-нибудь линия, принадлежащая пучку, вполне определится, 
если мы дадим еще одну точку, на ней лежащую; так оно и должно 
быть, ибо линия 2-го порядка, как известно, определяется пятью 
точками.
Пусть уравнения двух данных линий s и s ' пишутся подробно 
в виде:
Йи дг2 4 -  2 а пху +  д2ау2 +  2а 13х  +  2 a 2 S y  +  а 
3 « Ч  +  +  К У  +  2V  +  2<4 у +  «зз
33/
О,
0; (Г)
тогда уравнение пучка линий 2-го порядка, проходящих через четыре 
точки пересечения данных линий, будет:
( « i t  —  Ч )  - * 3 +  2  (ai2 —  Ч >  *У  +  ( « 22 —  Ч з )  У  +
+  2('«18 +  Ч ) *  +  2 («23 —  Ч >  У +  («33 — Ч )  — °- С2'
Последнее уравнение будет изображать линию, распадающуюся на пару 
прямых, если дискриминант уравнения обращается в нуль, иначе говоря, 
если параметр k удовлетворяет условию;
« 1 1 - “ Ч « 1 2 - ~  Ч
1со к а 13
« 2 1 - - Ч ^22 _ - Ч « 2 3 - - Ч =  0 .
" Ч а В 2 ~ - 1 Ч а з в ~ - Ч
Это условие представляет собой относительно k уравнение 3-й сте­
пени и будет давать для к вообще три решения, которые могут оказаться 
действительными или частью мнимыми, различными или частью совпа­
дающими. Таким образом в пучке (2) ланий 2-го порядка, проходящих 
через четыре точки пересечения двух данных линий, вообще говоря, 
имеются три пары прямых\ каждая такая пара прямых проходит 
через четыре основных точки данного пучка и должна рассматриваться 
как линия 2-го порядка, принадлежащая пучку. Указанные три пары 
прямых будут вместе с тем тремя парами общих хорд двух основных 
линий йучка.
Положим теперь, что многочлен s ' распадается на два линейных 
множителя и и v (т. е. вторая из данных линий . распадается на пару 
прямых), в таком случае уравнение:
s —- kuv = .  О (3)
будет изображать пучок линий 2-го порядка, проходящих через четыре 
точки пересечения прямых (черт. 177):
и =  0, v =  О
с линией s =  0.
Представим себе, что прямая ^ =  0, пересекающая линию s в точ­
ках  А' и В ', передвигается, стремясь к совпадению с прямой и =  0, 
пересекающей линию 5 в точках А и В. Все линии 2-го порядка, про­
водящие через две совпавших точки А и А', будут иметь в этой точке 
общую касательную, а потому будут касаться друг друга.
Таким образом уравнение:
<5 — ku2 — 0 (4)
будет уравнением пучка линий 2-го порядка, имеющих с основною ли­
нией 5 =  0 касание в двух точ­
ках А и В, именно в точках пересе­
чения линии 5 = 0  и прямой и =  0.
Далее, уравнение
5 — k u ~ 0  (5)
- % <•
будет также частным случаем урав­
нения (3), именно, когда v обра­
щается в постоянное; в этом случае 
уравнение v =  0 будет изображать
бесконечно удаленную прямую. Та- Черт. 177.
ким образом уравнение (5) изобра­
жает пучок линий 2-го порядка, проходящих через четыре точки, 
а именно через две точки пересечения прямой и =  0 е линией  ^5 =  0 
и через две точки пересечения этой же линии с бесконечно удаленной 
прямой.
Наконец, уравнение
5 —  ^ = 0  (6)
можно истолковать как частный случай уравнения (4), когда прямая 
# =  0 обращается в бесконечно удаленную прямую; уравнение (6) изо­
бражает, следовательно, пучок линий 2-го порядка, касающихся ли­
ний 5 =  0 в двух ее точках пересечения с бесконечно удаленной 
прямой.
Предположим теперь, что каждая из основных линий (1) распа­
дается на пару прямых; в таком случае уравнение:
*у — Щ  =  0, (7)
где а, р, т> 8 суть линейные выражения относительно декартовых коор­
динат, будет изображать пучок линий 2-го порядка, проходящих через 
каждую из четырех ^очек пересечения прямых по две:
а =  О, 
а =>0,
Т.=  о,
т - о ,
Зак. 2193. — Бюшгено С. 0^
Я
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иначе говоря, линии пучка описаны около четырехугольника, стороны 
которого изображаются последовательно уравнениями (черт. 178):
Уравнение какой-либо линии пучка можно представить в виде:
k =
и так как левые части уравнений прямых (9) пропорциональны рас­
стояниям взятой точки-до этих Пря­
мых, то мы можем сказать: геоме­
трическое место точек, для каждой 
из которых произведение расстоя­
ний от двух противоположных сто­
рон четырехугольника находится 
в постоянном отношении с произве­
дением расстояний от двух других 
(противоположных) сторон, есть ли­
ния 2-го порядка, притом прохо­
дящая через вершины данного че­
тырехугольника.
Из уравнения (7) можно полу­
чить и другие геометрические свой­
ства линий 
прямых: *
2-го порядка, им изображаемых. Рассмотрим два пучка
а =  О,
— 8 =  0; т
(10)
так как параметр т  входит в оба эти уравнения, то это означает, 
что между прямыми обоих пучков установлено взаимно-однозначное 
соответствие, так что каждому лучу первого пучка соответствует опре­
деленный луч второго пучка, и обратно. Ангармоническое отношение 
каких-нибудь четырех лучей первого пучка будет равно:
Щ — щ  . т А — т ± . 
т 2~ Щ  ’ т 2 — mi >
ангармоническое отношение- четырех соответственных лучей второго 
пучка будет:
к к k к
т г т х . /я4 т 1
к к * _k___
ТП2 ~~~Щ * Щ
А  ' /  - . . .  . .
Легко видеть, что два указанных ангармонических отношения равны 
между собой; поэтому соответствие лучей двух пучков будет соответ­
ствием проективным.
Два соответствующих луча в этих пучках будут пересекаться в не­
которой точке М (черт. 179), координаты- которой должны удовлетво­
рять обоим уравнениям (10); но легко видеть, что, исключая пара-
метр т  из уравнений (10), мы как раз получим уравнение (7), 
т. е. точка пересечения любой пары соответственных лучей двух пуч­
ков (10) принадлежит нашей кривой 2-го порядка (7). Центром пер­
вого пучка является точка пересечения прямых а =  0 и (3 =  0, центром 
второго пучка является точка пересечения прямых у =  0 и 8 =  0; обе 
эти точки лежат на любой линии (7). Итак, геометрическое место 
точек пересечения соответственных лучей двух проективных пря­
молинейных пучков есть линия 2 -го порядка, проходящая через 
центры обоих пучков (теорема Штейнера).
Черт. 180.
Выше было указано, что ангармоническое отнощение четырех лучей 
первого пучка равно ангармоническому отношению четырех соответ­
ствующих лучей второго пучка, причем соответственные лучи ;двух 
пучков пересекаются в четырех точках, лежащих на нашей кривой. 
Пусть центры двух пучков находятся в точках М  и М 'г кривой, а со­
ответственные лучи пересекаются в точках А, В , С, D на кривой, 
тогда (черт. 180): '
sin (АМС) sin (AMD) sin (АМ'С) . sin {AM'D) 
sin (CMB) sin (DMB) ~~ sin (CM'B) ’ sin\DMfB) *
Когда дана кривая 2-го порядка, то для нее можно построить указан­
ным образом два проективных пучка с центрами в двух любых ее точ­
ках М и М \ и тогда предыдущее соотношение позволяет нам ска­
зать: ангармоническое отношение четырех лучей, проведенных из лю­
бой точки кривой к четырем ее точкам  Л, В , С, D, постоянно (тео­
рема Шаля).
Раз это отношение определяется четырьмя точками Л, В, С, D  
кривой, а пятая точка —  центр пучка —  не меняет ангармонического 
отношения, то иногда вместо: „ангармоническое отношение четырех 
лучей, проведенных из любой точки кривой к четырем ёе точкам" ко­
роче говорят: „ангармоническое отношение четырех точек на кривой".
Вернемся к уравнению (7) и отметим' некоторые частные случаи 
расположения четырех прямых, через точки пересечения которых про­
ходит кривая.
Если прямые (3 =  0 и *8 =  0 совпадают, то четыре точки (8) совпа­
дают по две; поэтому
аТ — £(32 =  0 (11)
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будет уравнением пучка линий, касающихся прямых
а — 0, 4 =  0,
прямая же (3 =  О будет проходить через точки прикосновения (хорда 
касания, черт. 181). ^ >
Предположим далее, что р обращается в постоянное, "тогда пря­
мая р =  0 будет бесконечно удаленной прямой; следовательно урав­
нение
ау—  k — 0
будет изображать линию 2-го по­
рядка, -касающуюся прямых (12) 
в бесконечно удаленных точках, т. е. 
это будет гипербола, Зсимптоты 
которой изображаются уравнения­
ми (12) (сравните с уравнением ги­
перболы ху =  k).
Наконец, предположим, что в 
уравнении (11) обращается в по­
стоянное у, т. е. одна из касательных будет бесконечно ^удаленною 
прямою; в таком случае уравнение^
Черт. 181.
Р - т - о .
будет изображать пучок линий/2-го порядка, касающихся прямой а =  О 
и бесконечно удаленной прямой, причем прямая (3 =  0 будет хордою 
касания (сравните с уравнением параболы у 2 =  2рх).
У
Упражнения. 891. Даны уравнения четырех прямых:
а =  aLx  +  b^y -f- с± =  О, 
а2х  +  Ь2у  с 2 =  О, 
СЦХ 4- Ь\у 4- cl =  О, 
а4х  4 - Ь^у +  с4 =  0.
т =о =
Найти те значения параметра k, для каждого из которых уравнение:
ау — £(ЗВ =  О
изображает пару прямых.
892. Если за основные кривые пучка взять две окружности, то каковы 
будут три пары их общих хорд?
893. Уравнение линии, проходящей через точки пересечения двух кривых 
s =  0 и s' =  О И через пятую точку (не лежащую ни на одной из двух данных 
кривых) М0, будет:
о о
где s0 и Sq — результаты подстановки координат точки М0 в левые части урав­
нений данных линий. 1 ,. г
894. Если £ =  0 и £ =  0 — тангенциальные уравнения двух лиАНй 
2-го класса (т. е. уравнения в координатах прямой), то уравнение:
£ — U £ ' =  0
будет изображать линию 2-го класса, касающуюся четырех прямых, которые 
являются четырьмя общими касательным  ^ данных линий.
895. Пусть а =  0, р =  0, y =  0, о =  О будут тангенциальными уравнениями 
четырех точек А, В, С, D; тогда уравнение
«y — — О
будет изображать линии (пучка), касающиеся сторон данного четырехуголь­
ника; короче говоря, указанное уравнение изображает пучок линий 2-го класса*, 
вписанных в данный четырехугольник. Какой геометрический смысл имеет 
уравнение а? — /яр3 =  0 в тангенциальных координатах?
3. Теоремы Паскаля и Брианшона.
Легко получить обобщение для лгббых линий 2-го порядка указан­
ного в- § 1 свойства системы трех кругов, согласно которому радикаль­
ные оси их пересекаются в одной точке? Все круги проходят через 
циклические точки, т. е. имеют общею хордою бесконечно удаленную 
прямую; поэтому, если мы желаем получить аналогичное свойство для 
любых линий 2-го порядка, мы должны Исследовать систему трех ли­
ний 2-го порядка с какой-либо общей хордой.
Пусть мы имеем три линии 2-го порядка с общею хордою, урав­
нение которой:
и =  0;
предполагая, что уравнение первой линии будет:
$ =  О,
легко видеть, что уравнение второй линии может быть написано 
в • виде:
s ' =  s — uv =  О, 
а уравнение tpeTbeft в виде: \  : 
s" == 5 — UW =  О,
где v и w —  выражения линейные относительно декартовых координат. 
Линии s и s ' имеют рбщие хорды и =  0 и v =  0; линии 5 и 5" имеют 
общие хорды и =  0 и w — 0\ что касается линии s ' и s", то линия
s ' —  s" н== и (w — v) — О
проходит через точки их пересечения и распадается на пару прямых
и — 0, w — v =  0.
Итак, три наших линии s, s ', sw имеют общую хорду и =  О, а кроме 
того каждая пара их имеет соответственно следующие хорды:
v — 0, '%ю =  0, w — v =  0;
,  \
последние три прямые проходят, очевидно, через одну точку, и мы 
доказали теорему: для трех  линий 2 -го порядка, имеющих общую 
хорду, три других хорды каждой пары линий проходят через одну 
точку (теорема Штурма).
Возьмем шесть точек Av Л2, Л3, Л4, Лб, Л6, лежащих на данной'* 
кривой 2-го порядка; если мы их соединим в какой либо последова­
тельности, то получим шестиугольник, вписанный в кривую. Будем.
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Черт. 182.
называть противоположными его сторонами те, между которыми лежит 
по одной свободной вершине; такими парами противоположных сторон 
будут пары АХА2 и Л4Лб, А2А3 и ЛбЛ6, наконец, А3А4 и A3AV Пусть 
эти пары пересекаются соответственно в точках Я, Q, R ; получен­
ная фигура обладает следующим свойством: во всяком шестиугольнике, 
вписанном в линию 2-го порядка, противоположные стороны пересе­
каются в трех  точках , лежащих на одной прямой (теорема Паскаля).
Для доказательства этой 
теоремы мы можем восполь­
зоваться предложением Штур­
ма и с этою целью рассмо­
трим три линии 2-го порядка, 
имеющих общую хорду. При­
мем за общую хорду пря­
мую АХА4, за первую линию s— 
данную линию 2-го порядка 
(черт. 182), за вторую ли- 
—— нию s '-— пару прямых АХА2 и
_Л8Л4, за третью линию s"  — 
пару прямых АХА6 и Л4Л,у 
Линии 5 и s', кроме хорды АХА4, 
имеют общую хорду А2А3; линии 5 и s", кроме АХА4, имеют общую хорду 
наконец, для линий s ' и s", кроме АХА4, общей хордой будет слу­
жить PR. Из теоремы Штурма следует, что три прямых А2А3, Л5Л6 и PR 
должны пересекаться в одной точке, скажем Q; но, очевидно, Я, Q, R 
как раз и будут точками пересечения пар противоположных сторон 
шестиугольника; таким образом теорема Паскаля доказана.
Дадим для теоремы Паскаля еще одно доказательство, аналитиче­
ское, принадлежащее Дарбу (Darboux). ч •'
Пусть стороны шестиугольника АХА2, А2А3) А3А4 изображаются 
соответственно уравнениями:
а =  О, {3 =  0, y =  О,
стороны же А4А5, ЛбЛ6, А3АХ изображаются соответственно уравне­
ниями:
а' =  о, р' =  о, т '= = ° ;
наконец предположим, что уравнение хорды А3Ае будет:
8 =  0 .
. *. %
Данная кривая 2-го порядка s описана около четырехугольника
А6АХА2А3, поэтому ее уравнение может быть написано в виде:
« 8 +  h '  =  °>
та же кривая описана около четырехугольника А3А4АЬА6, поэтому ее 
равнение может быть написано в виде:
а 0.
два указанных 
то левые их части тождественно равны
одну и ту же линию, 
множитель пропорцио-
нальности сведенным к единице):
ос8 +  ~\~ Р Ч
или
( а — а ' )  8  =  У ч  —  Р к ' ;  -
последнее тождество обозначает, что два уравнения:
(а —  а') 8 =  О,
- . Р ' т - v = °
изображают одну и ту же линию, распадающуюся на пару прямых
а  —-а' =  0,
8 =  0.
Линия, изображаемая уравнением -
V - - V = o .
содержит четыре точки:
Р - = 0, А' =ч = 0,•# (As)
т '= = 0, ' Р'== 0, (А*)
Р == 0, г = = 0, (Q)
т ' == 0, *г== 0; (R)
две первых из них лежат на прямой 8 =  0, следовательно, две послед­
них лежат на прямой
а — а ' =  0,
г*
содержащей также точку Р. Итак, доказано, что три точки P, Q, R 
лежат на одной прямой.
Теоремой Паскаля можно воспользоваться для построения любого 
числа точек линии 2-го порядка по пяти заданным ее точкам.
3  самом деле, предположим, что нам даны пять точек Av Л2, А^ 
А4, Аб, принадлежащих линии 2-го порядка; построим точку Р  пересе­
чения прямых AtA2 и А4Аб; затем через точку Р  проведем какую-ни­
будь прямую, и пусть последняя пересекает прямые А2А3 и А3А4 соот­
ветственно в точках Q и R; если мы теперь проведем прямые QA6 и 
/?Ар то они пересекутся в некоторой точке А6, принадлежащей по тео­
реме Паскаля той линии 2-го порядка, которая определяется пятью за­
данными точками Av А2, А3, А4, А5.
Указанное построение * требует1' лишь проведения, прямых и может 
быть, следовательно, выполнено с пойощью только линейки.
Рассмотрим теперь некоторые, так сказать, вырождения теоремы 
Паскаля, когда одна пара вершин шестиугольника или две или три 
сливаются. Если юдна точка кривой неограниченно приближается к дру­
гой, то соответствующая хорда, их соединяющая, стремится к опреде­
ленному положению, именно к положению касательной в неподвижной 
точке; этим соображением мы будем руководствоваться при рассмотре­
нии специальных случаев теоремы Паскаля. В шестиугольнике 
А 1А2А3А4АбА6, вписанном в кривую, три пары противоположных сторон
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пересекаются в соответственных точках Р, Qf Р, а именно:
А4А2, А4А8 (Р)
A2Aq, А6А6, (Q)
AqA .^ (Я)
Предположим, что точка Л6 стремится к совпадению с точкой Л5; 
тогда сторона ЛбЛ6 будет приближаться к касательной АбТ к кривой 
в точке Лб, и в пределе для пятиугольника AtA2A3A4A6 мы получим 
такую схему:
А4А б (р)
A^Aq) АбГ, (Q)
AgA,4, А$А 1. (Р)
Следовательно, две пары несмежных сторон вписанного в кривую 2-го 
порядка пятиугольника пересекаются в двух точках, лежащих на одной
прямой с точкой пересечения 
пятой стороны и касательной 
в противоположной вершине 
(черт. 183).
Когда даны пять точек на кри­
вой, то с помощью указанной 
теоремы можно построить каса­
тельную в любой из этих пяти 
точек. Положим, мы желаем най­
ти касательную в точке Лб. Пусть 
прямые AtA2 и А4АЬ пересека­
ются в точке Р, а прямые А3А4 
и АЬА4—  в точке Р; соединим 
эти две точки прямою РР  и пусть 
она прямую A2Aq пересекает в точке Q; тогда, очевидно, прямая фЛб 
и будет касательною в точке Аь к кривой, заданной пятью точками.
Предположим теперь, что мы имеем четырехугольник А4А2А3А4, 
вписанный в данную кривую; две его, например, противоположных 
вершины At и А3 можно рассматривать как точки, в которых совпали 
по две .ближайших из шести вершин вписанного в кривую шестиуголь­
ника; тогда сторонами, дополняющими данный четырехугольник до 
шестиугбльника, будут касательные А1 Т1 и А3Т3 в этих точках Ах 
и А3. Пусть эти касательные пересекаются в точке Р, а пары проти­
воположных сторон четыреугольника AtA2 и А8А4, А2А3 и А4АХ пере­
секаются соответственно в точках Р  и Q (черт. 184). Тогда для на­
шего шестиугольника мы имеем схему:
А\Аф А3Ар, m
А%А3у A4Av (Q)
АгТ» A\TV (R)
и три тонки Р, Q, лежат на одной прямой.
С другой стороны, для того же четырехугольника АХА2А3А4 можно 
вершины А2 и А 4 рассматривать как точки, в которых совпали по две 
из вершин шестиугольника; в этом случае сторонами, дополняющими
28й
данный четырехугольник до шестиугольника, будут к а с а т е л ь н ы е 7^ , 
-и А4Т4 в этих точках Л2 и Л4.
Схема последнего шестиугольника будет:
А®А АеА4 (Р)
^2^8 > АЛ > . (Q)
А^Ту A J 4 m
и три точки Р, Q, R ' лежат на одной прямой.
Из сказанного следует, что четыре точки Р, Q, Р , R' лежат н® 
одной прямой.
Таким образом в четырехугольнике, вписанном в кривую 2-го по­
рядка, противоположные стороны и касательные в противоположных, 
вершинах пересекаются между собой в четырех точках, лежащих н& 
одной прямой.
Наконец, предположим, что нам дан треугольник АгА2Аь, вписан­
ный в кривую 2-го порядка. Каждую из вершин этого треугольника 
можно рассматривать как точку, в которой совпали две из вершив, 
шестиугольника; сторонами, дополняющими данный треугольник д а  
шестиугольника, будут касательные к кривой AXTV А2Т2, AZT% в вер- 
диинах треугольника, причем касательная АХТ^  будет стороной шести­
угольника; противоположной стороне А2А2, и т. д.
Поэтому мы можем сказать: в треугольнике, вписанном в кривую» 
2-го порядка, пересечения каждой; из сторон с касательной в проти­
воположной вершине дают три точки, лежащие на одной прямей.
Теорема Паскаля говорит об относительном расположении некото­
рых точек и прямых, связанных с кривою 2-го порядка, поэтому пб* 
принципу двойственности ей будет соответствовать коррелятивная тео­
рема о расположении прямых и точек, связанных с кривою 2-го. 
класса, —  теорема, которую мы получим из теоремы Паскаля, переме­
нив в ,ней роли точек и прямых.
Кривая 2-го класса, как известно, является кривою 2-го порядка,, 
поэтому теорема*' взаимная, теореме Паскаля (она называется теоремой* 
Брианшона), будет относиться также к кривой 2-го порядка. Если, 
в теореме Паскаля обменять роли прямых и точек, то мы получим,.
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очевидно, следующее предложение: во всяком шестистороннике, описан- 
моя около кривой 2-го порядка, три диагонали, соединяющие противо­
положные вершины, пересекаются в одной точке (теорема Брианшона).
Для получения теоремы Брианшона из теоремы Паскаля можно вос­
пользоваться -методом взаимных поляр (методом Понселе). Возьмем 
•фигуру Паскаля и построим ей коррелятивную фигуру, именно заме­
ним каждую точку или прямую первой фигуры соответствующими им 
полярой и полюсом относительно заданной кривой 2-го порядка; при 
■ этом, как было доказано, инцидентность элементов первой фигуры со­
храняется для фигуры коррелятивной.
Полярами точек, лежащих на кривой 2-го порядка, т. е. вершин 
шестиугольника Паскаля, будут касательные к кривой в этих точках; 
поэтому шестиугольник, вписанный в кривую, при полярном преобра-
шестисторонник, . описанный около той же 
кривой.
Сторонам шестиугольника Паскаля 
будут соответствовать вершины (их по­
люсы) шестисторонника описанного; точ­
кам пересечения противоположных сторон 
шестиугольника Паскаля будут соответ­
ствовать их поляры, т. е. прямые, соеди­
няющие противоположные вершины шести­
сторонника (диагонали). Наконец, прямой 
Паскаля, содержащей три точки пересе­
чения противоположных сторон, будет 
соответствовать ее полюс, через который должны проходить прямые, 
соединяющие противоположные вершины шестисторонника. Фак поляр­
ным. преобразованием из теоремы Паскаля получается теорема Бриан-
зовании обратится в
Черт. 185.
.шона.
Теорема Брианшона дает возможность с помощью простого по­
строения находить, сколько угодно касательных к кривой 2-го класса, 
когда дайы ее пять касательных.
Положим, нам даны (черт. 185) пять касательных ТА2, А2А3, S48A4, 
Л 4Л5, АбТ'у причем точки А2,\ А3, АЛ} Аб будут точками пересечения 
.пар последовательных касательных. На касательной ТА2 возьмем какую- 
мибудЪ точку Ах и соединим ее^  с точкой Л4; пусть точка.О будет 
пересечением прямых АХА4 и А2А ;^ проведя прямую А30  до пересече­
ния в некоторой точке А6 с касательной АЪТ \  мы затем построим и 
шестую касательную к кривой, соединив точки Ах и А6. Меняя точку Ах 
на первой касательной ТА2У мы получим любое число касательных 
ж кривой, определяемой пятью заданными касательными.
Когда две касательных к кривой Неограниченно сближаются, то 
сближаются их точки прикосновения, а на плавной выпуклой кривой, 
жаковою является кривая 2-го порядка, точки прикосновения касатель­
ных, очевидно, сближаются и с точкою их пересечения. Таким образом 
мы можем принять, что при неограниченном сближении касательных 
точки их касания и точка пересечения самих касательных стремятся 
«г совпадению в точке прикосновения одной из касательных, остаю­
щейся неподвижною.
Пользуясь этим соображением, мы можем получить предельные слу­
чаи теоремы Брианшона, предполагая, что две касательных, четыре или 
даже шесть сливаются по две.
Пусть мы имеем пятиугольник АхА2А3АаАь, описанный около кривой; 
мы можем предполагать, что его сторона AtA2 представляет собою две 
слившихся касательных, тогда точка прикосновения этой касательной
и будет шестою вершиною описанного шестиугольника. Поэтому пря-, 
мая, соединяющая одну из вершин пятиугольника с точкою касания 
противоположной стороны, й две диагонали, соединяющие остальные 
несмежные вершины по две, пересекутся в одной точке (черт. 186).
Возьмем далее четырехугольник 
AtA2AsAv описанный около кривой, и 
пусть К, Q, L, Я будут его точки ка­
сания (черт,, 187).
_ Будем считать, что каждая из двух 
сторон At/44 и Л2Л3 представляет со­
бой пару слившихся касательных.
В таком случае сторонами описанного 
шестиугольника будут AtЛ2, Л2Л3, Л2Л3,
Л3Л4, Л4ЛР А4Аг; пересечения двух 
смежных сторон дадут вершины шести­
угольника Л2, Q, Л3, Л4, Я, Лр его 
диагоналями будут Л2Л4, QP, Л3ЛХ; 
эти диагонали должны сходиться в од­
ной точке.
Но мы могли бы также считать каждую из сторон Л4Л2 и Л3Л4 
за пары слившихся касательных, тогда прямые Л2Л4, Л4Л3, KLy соеди­
няющие точки касания сторон Л1Ла, Л3Л4, должны сходиться в одной 
точке, той же точке, как и в первом случае.
Следовательно, в четырехугольнике, описанном около кривой 
2-го порядка, две диагонали и две прямых, соединяющих точки при­
косновения противоположных сторон, все пересекаются в одной точке.
Наконец, возьмем треугольник А{А2А3> описанный около кривой, 
и пусть Я, Q, Я (черт. 188) будут точками касания его соответственно 
противоположных сторон. Каждую из сторон треугольника можно 
рассматривать как две слившихся касательных; вершинами описанного
Черт. 188.
шестиугольника будут
А^ ^ ’ ^3’ Q*
/
Поэтому во всяком треугольнике, описанном около кривой 2-го по­
рядка, три прямых, соединяющих вершины с точками касания противо­
лежащих сторон, сходятся в одной точке.
Теорему об описанном пятиугольнике, очевидно, можно исполь­
зовать для нахождения точки касания любой из его сторон. Равным 
образом каждый из предельных случаев теоремы Брианшона можно 
использовать для построения любого числа касательных к кривой 
2-го порядка, когда последняя определяется не пятью касательным и „ 
а четырьмя касательными и точкой прикосновения одной из них или 
тремя касательными и точками прикосновения двух из них.
Упражнения. 896. Способ проекций. Центральной проекцией какой-либо 
фигуры называется сечение плоскостью системы прямых, соединяющих 
какую-либо точку пространства с точками данной фигуры. Нетрудно видеть, 
что: 1) всякая точка проектируется точкою, 2) всякая прямая проектируется 
прямою, 3) отношения инцидентности точек и прямых сохраняются при проекти­
ровании. Далее, всякая плоская кривая проектируется кривою того же порядка; 
в частности, так как конус 2-го порядка имеет всегда круговые сечения, то 
можно сказать, что всякая кривай 2-го порядка может быть получена^цен­
тральной проекцией окружности.
Свойства фигуры, общие всем ее проекциям, называются проективными 
свойствами фигуры; для доказательства проективных свойств фигуры доста­
точно доказать эти свойства для наиболее простой проекции этой фигуры.
Например, если взять правильный шестиугольник, вписанный в круг, то 
пары его противоположных сторон будут пересекаться в трех точках, лежа­
щих на одной прямой (бесконечно удаленной); проектированием этой фигуры 
можно получить теорему Паскаля для любой кривой 2-го порядка; таким же 
методом может быть получена теорема Брианшона.
4. Фокусы кривых 2-го порядка.
Все три типа кривых 2-го порядка: эллипсы, гиперболы, параболы 
могут быть, как известно, определены одним и тем же геометриче­
ским свойством, а именно: кривая 2-го порядка есть геометрическое 
место точек, для каждой из которых отношение расстояния от задан­
ной точки (фокуса) и от заданной гиэямой (директрисы) постоянно; 
указанное отношение называется эксцентриситетов кривой.
Пусть данная точка F  (фокус) имеет координаты x0i у0, а уравне­
ние заданной прямой (директрисы):
\ •
Ах—f- By -f- С =  0;
тогда геометрическое 
условию:
место точек, удовлетворяющих упомянутому
MF
MD
V
будет изображаться уравнением:
V ( х  —  x 0 f  +  Су — У о У  =  е
Ajc —f ~  By  - j r  С
Y л2 + ,д а ~
(12)
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или уравнением:
V(ЛТ— *о)2 +  Ту  —у о)2 =  а хх  +  Ь^у +  cv(12')
если принять:
еА еВ , еС
Расстояние какой-либо точки плоскости М1 (х {; до точки
Ж(лг; у) кривой 2-го порядка:
AfTWi =  У (л : — лг,)2 +  (у — Л )2
будет вообще иррациональной функцией координат х, у , но если 
за точку yWj взять фокус F (x 0; у0) кривой, то, как показывает урав­
нение (12'), это расстояние будет рациональной функцией текущих 
координат точек кривой. Именно это свойство фокуса может быть 
взято за его определение, и следовательно, мы скажем: фокусом кри­
вой 2-го порядка называется такая точка плоскости, расстояние кото­
рой до любой точки кривой есть целая рациональная (линейная) 
функция координат точки кривой (определение Эйлера).
Упражнения. 897. Найти фокусы эллипса по его каноническому уравне­
нию, пользуясь определением Эйлера.
898. Указанным выше приемом найти фокусы гиперболы.
899. Тем же способом найти четыре фокуса параболы.
Уравнение (12 ') освобождением от радикала может быть преобра­
зовано к виду:
( * — *o)2+ C v — >b)2= ( « i * + v + ci)2; с12")
уравнение
(х  — * 0)2 +  (у —у 0)2 =  0(13)
\
изображает круг нулевого радиуса; его четыре точки пересечения 
с кривой 2-го порядка, изображаемой уравнением (12"), лежат на 
сдвоенной прямой:
(aix  +  &\У +  ^i)2 =
следовательно, сливаются по две. Итак, уравнение (12") можно истол­
ковать следующим образом: фокус кривой 2-го порядка есть центр 
окружности нулевого радиуса, имеющей с кривой кксание в двух 
точках ; прямая , соединяющая точки прикосновения {хорда касания), 
является директрисой, соответствующей выбранному фокусу.
Уравнение (13) изображает также две4 изотропных прямых; эти 
прямые, встречая кривую (12") в четырех точках, совпадающих по 
две, касаются кривой; таким образом фокус будет также точкою 
пересечения изотопных касательных кривой.
Упражнения. 900. Найти изотропные касательные эллипса, заданного своим 
каноническим уравнением, а затем фокусы как точки пересечения этих каса­
тельных (различных направлений).
. т
Кривые 2-го порядка, имеющие общие фокусы, называются софо- 
кусными или конфокальными.
Если нам даны две точки F  и F ' на конечном расстоянии, кото­
рые принимаются за фокусы, то конфокальными кривыми могут быть 
только эллипсы или гиперболы, но не параболы, так как последние 
имеют лишь один фокус на конечном расстоянии. Легко видеть, что 
через каждую точку М  плоскости проходят две кривых, имеющих 
точки F  и F ' фокусами, один эллипс и одна гипербола; в самом деле, 
если точка М дана, MF и M F' известны, то мы можем принять или
F 'M + M F = 2 a ,  a ?— b* = F F '\  2 (14)
или же
F'M  — M F =  2 а,
В первом случае мы найдем полуоси эллипса, проходящего черва 
точку М , во втором случае найдутся полуоси гиперболы, проходящей 
через ту же точку.
Касательная в точке М  к эллипсу одинаково наклонена к фокаль­
ным радиусам-векторам этой точки и является внешней равноделящей 
их угла; касательная к гиперболе в той же точке М будет внутренней 
равноделящей угла фокальных расстояний F'M  и MF\ отсюда следует, 
что в точке' М касательные к эллипсу и гиперболе между собой орто­
гональны. Такие две кривые, касательные к которым в общей точке 
линий взаимно перпендикулярны, называются ортогональными кривыми.
Соотношения (14) или (14') показывают, что, когда выбрано 2ау 
другая полуось определяется через расстояние фокусов, иначе говоря» 
две заданные точки F  и F ' могут быть фокусами бесчисленного мно­
жества кривых, зависящих от одного параметра (2а); в этом случае 
говорят, что мы имеем семейство кривых, зависящее от одного параметра.
Итак, кривые 2-го порядка с общими-двумя'фокусами (конфокаль­
ные) образуют семейство эллипсов и гипербол; через каждую точку 
плоскости проходит один эллипс и одна гипербола, ортогональные 
между собой; все эти линии (с заданными фокусами) образуют на 
плоскости ортогональную сеть, которая может быть принята за коор­
динатную сеть, и тогда положение каждой точки будет определяться 
пересечением определенного эллипса и определенной гиперболы.
Положим, нам дается некоторый основной эллипс, уравнение кото-
Чтобы получить кривые, ему софокусные, мы должны изменить 
квадраты полуосей так, чтобы разность между ними сохраняла преж­
нее значение; для этого, очевидно, достаточно квадраты полуосей 
данного эллипса увеличить на одну и ту же производную величину X; 
в самом деле,
(о* - f  х) __ (£2 -ф- X) =  а? — Ь*.
.Итак, уравнение
будет изображать при. переменном X семейство кривых, софокусньос 
с данным эллипсом (15); при Х =  0.оно дает нам уравнение первона­
чального эллипса (15).
Положим, нам дана какая-либо точка М {х\ у); чтобы установить,, 
какие из софокусных линий проходят через эту точку, мы должны 
решить уравнение (16), считая х н у  заданными. Освобождаясь в нем; 
от знаменателей, мы получим квадратное уравнение:
* 2(£2 +  Х ) + ; / 2 (а2 +  Х) — (a2 -fX ) ( £ * - f  Х) =  0. (17>
Можно было бы легко решить это уравнение, однако мы исследуем 
его корни другим способом, применимым в более общем случае прж 
изучении конфокальных поверхностей 2-го порядка.
Обозначим левую часть уравнения (17) через /(X), так что
/(X) == +  X) (а2 +  X) — (а2 +  X) (Ь2 +  X) =  0; (1 7 >
■ и предположим в дальнейшем, что а2 > & 2. Принимая различные пред­
положения относительно значений X, мы увидим, что трехчлен /(Х ^ 
имеет разные знаки, указываемые следующей таблицей:
Х =  — а2 /  (X) =  х2 (£2 -— я2) <  О,
х  =  —  ь 2  / ( X )  = у 2  ( а 2 — № )  >  а ,
Х =  оо /  (X) = — оо < 0 .
Итак, наш трехчлен меняет знаки в двух случаях: когда X перехо- 
дит от значения Х =  — а2 к значению Х =  — &'2 и когда оно перехо­
дит от значения Х =  — № к значению Х =  оо. Это обстоятельство' 
указывает, что в этих двух промежутках трехчлен обращается в нуль,, 
т. е. уравнение (17) имеет два действительных корня, один Хх винтер- 
вале:
—  а2 <  X. < —* №
2  *
и другой Х2 в интервале:
Итак, через данную точку М (х\ у) проходят две действительные 
кривых из семейства (16). Но легко видеть, что
я2 +  Хх >  0, +  ^  <  0,
°Р Н~ 2^ >  ^
следовательно, кривая
___ 1— -— —— —  2 О
a2 +  X i T  ^  +  Xi*
будет гиперболой, а кривая
** . .Уд 1 = 0
будет эллипсом.
. Проследим, как изменяется кривая, изображаемая уравнением (16),. 
когда параметр X принимает всевозможные значениячо т — оо до -j- оо*.
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Если X <  — а2, тогда
д2 +  Х < 0 ,  £2 +  Х < 0 ,
ш уравнение (16) не будет изображать действительной кривой; 
— * а2 <  X <  — Ь2, то .
я2 +  Х >  О, £2 - { - Х < 0 ,
когда
эд уравнение (16) изображает гиперболу; при Х =  — а2 мы, освобо­
ждаясь в уравнении (16) от знаменателей, получим:
х2 (Ь2 — а2) =  О,
т . е. оно будет изображать сдвоенную ось у  как предел гипербол, 
действительная ось которых неограниченно убывает. Если X >  — Ь2, то
я2 +  Х > 0 ,  62 +  Х > 0,
м уравнение (16) будет давать эллипсы. Наконец, при Х =  — Ъ2 урав­
нение (16) примет вид:
у2 (а2 __ ь2) =  О
и будет изображать сдвоенную ось х-ов; этот случай можно рассма­
тривать как предельный случай гипербол, действительная ось которых
растет от нуля до ]Лг2—  Ь2У и тогда мы получим сдвоенную ось х-ов 
з а  исключением отрезка между фокусами; или же его можно рассма­
тривать как предельный случай эллипсов, действительная ось которых
убывает до величины У'а2 — Ь2> и тогда мы получим сдвоенный отре­
зок .-между фокусами.
Вернемся теперь к квадратному (относительно X) трехчлену /(X); 
такой трехчлен может быть разложен в произведение старшего коэ­
ффициента и разностей между переменным X и корнями трехчлена; сле­
довательно, мы имеем тождество:
*2  ^  _|_ Х) _|_у> (аа +  X) -  (й2 +  X) (V  +  X) =  -  (X — X,) (X-  Х2). (1.8)
Положим в этом тождестве сначала X =  — а2, затем Х =  — b2, 
тогда
х 2  (Ь 2  —  а 2 )  =  — ( а 2  +  Хх) ( а 2  +  Х0),
У2 (а2 -  b2) =  -  (b2 +  X,) (Ь2 +  Х2),
откуда
(а2 Ч~ Хх) (а2 -|- Х2)
а 2 —  № ‘ f
_  (Р2 4~ Хц) -(- Х2) .
СР —  Ь 2
(19)
здесь правые части обе положительны в силу сделанных выше заме­
чаний относительно значений Х: и Х2.
Формулы (19) дают выражения для декартовых координат точки М 
тто параметрам Xt и Х2 тех конфокальных кривых (рллипса и гиперболы), 
которые пересекаются в ^этой точке; таким образом эти формулы 
служат для перехода от так называемых эллиптических координат ХА 
м Х2 к обыкновенным декартовым х  и у . .
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Соотношения (19) определяют лишь квадраты декартовых коор­
динат, поэтому для каждой пары значений и Х2 (причем 
— я2 <  Xt <  — b2, — <  Х2 <  со) мы получим по четыре точки, 
как и следовало ожидать, так как две кривых 2-го порядка пересе­
каются в четырех точках. Если значения Хх и Х2 будут вне указанных 
пределов, то соответствующие точки пересечения координатных линий 
будут мнимыми.
Пусть нам даны две точки F  и F ' и какая-нибудь линия 2-го по­
рядка С, имеющая эти точки фокусами; как было указано, из фокусов 
можно провести к кривой С две изотропных касательных, которые 
пересекутся по две в некоторых точках Ф и Ф', не считая двух 
циклических бесконечно удаленных точек; точки Ф и Ф' дадут вторую 
пару фокусов кривой С, ибо из каждой из них к кривой С имеется 
опять по две изотропных касательных. Все кривые, конфокальные 
с кривой С, будут иметь с ней четыре общих изотропных касатель­
ных; поэтому семейство конфокальных линий 2-го порядка можно 
рассматривать как семейство линий, вписанных в данный четырехуголь­
ник, составленный из изотропных прямых.
Упражнения. 901. Тангенциальное уравнение семейства софокусных эллип­
сов и гипербол будет [см. уравнение (45) гл. XII]:
{a2 —f- X) и2 (b2 +  X) а 2 — w2 =  0
или
а2и2 -f- b2v2 — w2 +  X {и2 -j- v2) — 0.
Замечание. Предыдущее уравнение прямо показывает, что оно изобра­
жает семейство линий, конфокальных с эллипсом
а?а2 +  b2v2 — w2 =  0;
действительно, уравнение
ф _|_ v2 — о
изображает два пучка изотропных прямых, именно, пучок параллельных изо­
тропных прямых с угловым коэфициентом I и пучок параллельных изотроп­
ных прямых с угловым коэфициентом — г. Поэтому уравнение (а) изображает 
семейство линий 2-го порядка, имеющих общие изотропные касательные 
с данным эллипсом, т. е. семейство линий с ним софокусных.
902. Возьмем две софокусных линии:
х2 V2__1___. J___ Z_____ 1 = 0
а2 +  Х ' ^ 6 2+ Х '
v-2 у2
,— —----- {---- Z—  — 1 =  0'Я2 +  Х" т  ь2_|_Х"
\
эти уравнения выполняются одновременно для координат их точек пересече­
ния. Вычитая из первого уравнения почленно второе, мы получим опять 
соотношение, удовлетворяющееся для координат точек пересечения взятых 
линий, именно соотношение:
Но это последнее условие обозначает, что касательные к двум выбран­
ным линиям в их общей точке взаимно перпендикулярны.
903. Пусть нам дана парабола своим уравнением в декартовых коорди­
натах:
у 2 — ,2 р х  =  0>
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тогда ее тангенциальное уравнение будет:
pv2 — 2 aw — G;
поэтому уравнение семейства ссфокусных парабол будет:
pv2 — 2 a w  -f- X (и2 +  v2) =  0.
Уравнение софокусных парабол в декартовых координатах будет:
X 0  —  1 х
0 X +  р 0 у
— 1 0  Q г
X У 0
=  0
или
Xу 2 — 2 (X —f- р) \x z  — —  z2 ) = 0 .
Через каждую точку плоскости проходят две параболы этого семейства, 
пересекаясь между собой под прямым углом.
5. Шар и его свойства.
Общее уравнение шара радиуса г с центром в точке (а; (3; 7) отно­
сительно косоугольной системы будет:
( *  —  а)2 +  О  — §)2 +  ( *  —  *г)'2 +  2 (у -  
+  2 (z —  т)(лг —  а)(о2- j- 2 (лг — <х)(у —
- Р ) ( г — 1 )® 1 +  . 
- Р).“>8 — г2 =  о (20)
или в прямоугольной системе:
( * _  в)» 4 - < у — Р)> +  (г —  Т)« --  г2 — 0. (20')
Общее уравнение 2-й степени относительно декартовых координат
х, У> г\
Я II*2 +  % >У  +  assg2 - ь  2я28 y +  2 - f  2 +
4 -  2аих  +  2а24у  +  2a84z +  ai4 =  0 (21)
будет изображать шар, если оно окажется тождественным с уравне­
нием (20), т. е. если их коэфициенты при соответствующих членах 
будут пропорциональны:
ап аш « з з  «23 g3i « 1 2 _____________ «14_________ ____
1 1 1 <*>i <*>2 о>з • — а — c^og — 2
___ _________ a 24_________  _____________ «34_________ ____
— aoj3 — p — Y^i — aco2 — (Зо^  — у
___________________au ____ _______
a2 +  +  T2 +  ^Py40! +  2Yaoj2 -j- 2a|3<o3 — r2
Эти соотношения распадаются на две группы; первая из них ч
содержит лишь коэфициенты общего уравнения 2-й степени и, следо­
вательно, представляет собою совокупность условий, выполнение кото-
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рых необходимо и достаточно, чтобы общее уравнение (21) изобра­
жало шар. Что касается уравнений второй группы:
«и
1 а
аи
?<°3 — 'Г<°2
____«24_______
ао>3 — ,8 — Г<°1 
а44
а34_______
—  rpoh  —  Y
а2 [З2 -j- 7 2 -j- 2 p Y a)i  - f -  ~'(аш2 “ Г  2аЙ со3 —  /*2■> » (23)
то здесь имеются четыре уравнения, вполне достаточных для опреде­
ления по коэфициентам общего уравнения (21) координат центра шара 
й радиуса, если условия (22) выполнены.
Заметим, что в трех первых уравнениях системы (23) определителем 
из коэфициентов при ос, (3, у будет определитель Q из косинусов 
координатных углов, отличный от нуля; стало быть, относительно 
ос, р, y  система во всяком случае (при ап ф  0) имеет конечные реше­
ния; равным образом в конечном виде определится и г2 из четвертого 
уравнения этой системы (опять при ап ф  0).
Если уравнение (21) дано относительно прямоугольной системы, 
то условия (22) примут вид:
или
а11 _ а22 ат а23 а12
1 1 1 0 0 0
а\\ =~  а22 :=  авз>
а2Ь ==  а 31 =— ^12 ==
(22 ' )
и можно сказать: общее уравнение 2-й степени относительно прямо­
угольных декартовых координат х , у , изображает шар, если коэ-
фициенты при квадратах координат равны между собой, и члены 
с парными произведениями координат отсутствую т.
На основании сказанного нетрудно сообразить, что условие того, 
что общее уравнение (21) изображает шар (в любой системе декарто­
вых координат), можно формулировать и так: характеристическое 
уравнение имеет все три корня равных.
Уравнение шара вида (20) или (20'), т. е. когда каждый из коэфи­
циентов при квадратах координат равен единице, будем называть 
нормальным уравнением шара и левую его часть условимся обозначать 
через С. Так как группа членов
( *  — a)2 +  0  — p)2 +  (z — Tf)2 +  2 ( j  —  Р)(г — К )<о,+ ■
+  2 О — ТГ) {х  — а) в)2 2 (х  —- а) (у — ,9) ю3
для любой точки М пространства с координатами (л:; у; z) дает 
квадрат расстояния этой точки от центра шара, то левая часть нор­
мального уравнения шара для любой точки (х; у; z) будет иметь 
значение:
С == ЛЮ2 — г2,
т. е. будет давать квадрат длины касательной из точки М к шару:
С = Ж Г 2. (24)
Возьмем полярное 
М (х; у; z):
уравнение шара (21)
ЛГр2 +  2Np +  R =  о,
с полюсом в точке
где
М =  а1 р  -j- й22т 2 ат п2 -J- 2а2Втп  -f- 2 a3lnl -f- 2а121т,
R =  2 F ( x ,y ,z ) .
Коэфициент М  при условиях (22) примет вид:
М =  ап (р  -f- т 2 -}- я2 -|- 2/яяо)1 -j- 2я/ш2 -j- 2/яш3)
или просто
так как нормированные угловые коэфициенты /, т , я удовлетворяют 
условию:
/ 2 -(- яг2 -f- я'2 -f- 2/яясо1 - }-  2 я / ш2 -j- 2//яо>3 =  1.
Пусть луч произвольного направления (/ : /я : я), проходящий 
через точку /И, пересекает поверхность шара в двух точках Мг и Ж"; 
тогда произведение корней приведенного выше полярного уравнения 
шара будет:
ММ' ■ ММ" =  Pl • р2 =  4
ИЛИ
ЛШ' • ЛШ " =  2F(* ’ •у' ^  ;
«и
здесь левая часть уравнения шара, в которую подставлены координаты 
точки М, делится на старший коэфициент ап , следовательно, результат 
будет равен левой части нормированного уравнения шара. Итак, неза­
висимо от направления выбранного луча, проведенного через точку Ж, 
мы имеем:
с  =  МТ2 =  ММ' . М М " , (240
т. е. левая часть нормального уравнения шара, в которую подставлены 
координаты любой точки пространства, дает либо квадрат касательной, 
проведенной к шару из выбранной точки, либо произведение расстоя­
ний от выбранной точки до точек пересечения с шаром луча любого 
направления, проведенного через заданную точку. Если точка М — 
внутри шара, то для ее координат левая часть С  уравнения шара будет 
отрицательна; действительной касательной из этой точки к шару про­
вести будет нельзя, однако для выражения С остается другое реальное 
геометрическое истолкование как величины, дающей произведение отрез­
ков ММ! и М М "  (в этом случае противоположных знаков, раз точка М — 
между точками М' и М").
Произведение отрезков (любого направления) ММ' • ММ", равное 
левой части нормального уравнения шара, называется степенью точки М 
относительно данного шара.
Уравнение конуса асимптотических направлений для шара получится, 
«ели, как и вообще для поверхности 2-го порядка, мы приравняем нулю
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совокупность старших членов уравнения, именно:
х2 -\~у2 z2-{- -|- 2zxo)2 4 *  2хуш3 — 0 (25)
в косоугольной системе или
x 2-\-y2~\-z2 =  0 (25 ')
для системы координат прямоугольной; этот конус будет, очевидно, 
мнимый. Как уравнение (25), так и уравнение (25') не зависят ни от 
координат центра шара, ни от его радиуса, поэтому мы можем сказать: 
конус асимптотических направлений с вершиною в начале координат 
будет один и тот же для всех шаров пространства.
Этот общий всем шарам конус асимптотических направлений назы­
вается изотропным конусом. Мнимые прямые, на нем лежащие, назы­
ваются изотропными прямыми; плоскости, касающиеся изотропного 
конуса, называются изотропными плоскостями. Между прочим, урав­
нение (25) или (25') можно также истолковать как уравнение шара 
нулевого радиуса с центром в начале координат. Ограничимся в даль­
нейшем для упрощения прямоугольною системою координат; уравнение 
изотропного конуса с вершиною в произвольной точке (х0\ у 0; z0) напи­
шется в виде:
(X — Х0)2 +  (У — У о)2 +  О — го)2 =  0. (26)
Это соотношение будет выполняться для двух любых точек MQ (х0; у0; z0) 
и М (.х ; у; z) изотропной прямой, ибо одну из них, например М0, всегда 
можно считать за вершину изотропного конуса, на котором лежит 
изотропная прямая; в таком случае, уравнение (26) означает, что ква­
драт расстояния двух точек изотропной прямой равен нулю. По этой 
причине, изотропные прямые иногда называются линиями (прямыми) 
нулевой длины.
Пусть уравнение изотропной прямой будет:
x — x0^ y —y0^ z — z0 .
7 т  п > ’
так как ее точки М (х; у; г) и М0 (х0;у 0; z0) принадлежат конусу (26), 
то, подставляя в последнее уравнение вместо разностей координат про­
порциональные им угловые коэфициенты, получим:
I2 —J— т 2 4~ п2== 0; (27)
таково соотношение между угловыми коэфициентами (мнимыми) изо­
тропной прямой. Условие (27), написанное в виде:
I • 1 -\-т  • т - \-п  • п — 0у
позволяет сказать, что изотропная прямая сама себе перпендикулярна. 
Пусть уравнение изотропной плоскости будет:
ux-f- vy +  wz + р =  0;
она должна быть касательной плоскостью в некоторой точке (V ; у'\ г ')  
к изотропному конусу (26), поэтому ее уравнение также напишется в виде:
(Х — х') (х ' — х 0) +  (Y — / )  ( /  — Уо * ' )  ( /  — =  0, (28)
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и следовательно:
а  __ v  __ w  
х г — лг0  ~  у  — Уо “  г' —  г 0 *
а так как обе точки: (лг', 3/', .г') и (л;0, у 0, ,z0) принадлежат изотроп­
ному конусу, то
и2 -|- v2 -|- w2 =  0, (29)
т. е. нормаль к изотропной плоскости есть изотропная прямая. 
Уравнение нормали к касательной плоскости (28) будет:
Z  — _  Y—у' _  Z — zr я
ХГ —  Xq у '  — Уо —  Zq 9
легко видеть, что для точек этой нормали уравнение (28) выполняется 
в силу соотношения:
( х '— х 0)2 +  ( У — Уо)2~\~(г ' — го)2“  0.
Таким образом нормаль изотропной плоскости лежит в самой 
плоскости.
К уравнению (25') можно притти и другим способом. Какой-либо 
шар:
(х  — ос t)2 +  (у — fit)2 ~\~(г —  ^t)2 — гЧ2 =  0
с бесконечно удаленною плоскостью  ^=  0 пересекается по кругу, кото­
рый вместе с тем будет пересечением поверхностей:
х 2 -|- у 2 z2 =  0
и
t =  0,
т. е. изотропного конуса и бесконечно удаленной плоскости. Отсюда 
следует, что все шары проходят через один и т о т  же мнимый круг 
бесконечно удаленной плоскости. Изотропные прямые могут быть опре­
делены как прямые, пересекающие мнимый круг бесконечно удаленной 
плоскости; равным образом, очевидно, изотропные плоскости суть пло­
скости, касающиеся 'мнимого- круга в бесконечности.
Пусть нам даны два шара своими нормальными уравнениями, скажем, 
в прямоугольной системе координат:
С =  0 (30)
и
С' =  0.. (30')
Уравнение
С' — т С  =  0 (31)
будет также изображать шар, так как в этом уравнении коэфициенты 
при квадратах координат одинаковы (каждый из них равен 1 — т)\  
шар (31), очевидно, проходит через полное пересечение двух данных 
шаров, включая и мнимый круг в бесконечности, общий всем шарам.
При различных значениях параметра т  уравнение (31) будет изоб­
ражать пучок шаров, проходящих через пересечение двух данных шаров;
. * • • . •
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для координат какой-нибудь точки, удовлетворяющей уравнению (31), 
мы можем написать:
а
- с = т '
т. е. шар, изображаемый уравнением (31), представляет собой геоме­
трическое место точек, степени которых относительно двух данных 
шаров находятся в постоянном между собой отношении, равном т .
Если мы в уравнении (31) примем т =  1, то оно обратится в сле­
дующее:
С' — С — 0; (32)
в этом уравнении пропадают члены с квадратами координат, оно 
остается первой степени и изображает, следовательно, плоскость (если 
отбросить множитель /), проходящую через пересечение (круг) двух 
начальных шаров, не считая мнимого круга в бесконечности. Эта пло­
скость называется радикальною плоскостью двух шаров.
Если мы развернем уравнение (32):
[(х -  а')2 +  О — Р')2 +  (*— т')2 — г'2] —
— [(х - а)2 +  (у — p)i +  Т)» — =  О,
то оно примет вид:
(а — а') х  +  (Р — р') у  +  (к — Y) г +
+  j  (а '2 +  Р'2 +  т '2 — г'* — а2 — pa _  f  _f_ rg) _  о. (32')
Это уравнение показывает, что нормаль радикальной плоскости имеет 
угловые коэфициенты, пропорциональные разностям:
(« — «О : (р— ?')■ (т—f')>
т. e t эта нормаль параллельна прямой, соединяющей центры двух дан­
ных шаров.
Итак, радикальная плоскость двух шаров перпендикулярна к прямой, 
соединяющей их центры; вместе с тем из указанного выше толкования 
уравнения (31) следует, что радикальная плоскость есть геометрическое 
место таких точек, степени которых относительно обоих данных шаров 
одинаковы. Это последнее свойство радикальной плоскости двух шаров 
можно принять за определение радикальной плоскости, ввиду того, что 
оно не теряет своего реального геометрического значения и в том 
случае, когда данные шары не пересекаются по действительному кругу.
Пусть теперь мы имеем три шара, заданных своими нормальными 
уравнениями:
С =  О, С  —  О, С "  —  0;
уравнениями радикальных их плоскостей попарно будут соответственно:
с ' - - С '  = = 0,
С ' - - с  == 0,
с  - -С ' == 0;
так как сумма левых частей уравнений этих плоскостей тождественно 
равна нулю, то три указанных плоскости пересекаются по одной пря-
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мой, уравнение которой можно представить в виде:
С  =  С  =  с \
Итак, радикальные плоскости каждой пары шаров из трех данных 
проходят через одну прямую; эта прямая называется радикальною 
осью трех  шаров; очевидно, радикальная ось трех шаров есть геометри­
ческое место таких точек, степени которых относительно каждого 
из трех шаров одинаковы. Нетрудно сообразить, что радикальная ось 
перпендикулярна к плоскости, содержащей три центра данных шаров. 
Вместе с тем радикальная ось содержит точки, общие всем трем шарам 
(не считая мнимого круга в бесконечности).
Возьмем теперь четыре любых шара, нормальные уравнения которых:
Выкидывая из этой четверки поочереди тот или другой шар, мы 
будем получать тройки с общей радикальной осью.
Выбрасывая первый шар, для оставшейся тройки получим радикаль­
ную ось:
С' ==  С" =  С'";
для второй тройки радикальная ось будет:
С  ==  С" =  С ",
для третьей: ■
С ==  С =  Ст \
наконец, для четвертой тройки, когда мы выкинем четвертый шар, ради- 
кальная ось будет:
Легко видеть, что все четыре радикальных оси имеют общую точку, 
удовлетворяющую условиям (трем уравнениям):
Итак, радикальные оси четырех шаров по три проходят через 
одну и ту же точку; эта точка называется радикальным центром четы­
рех шаров. Радикальный центр четырех шаров есть точка, степени 
которой относительно каждого из четырех шаров одинаковы; можно 
также сказать, что радикальный центр есть точка, из которой к четы­
рем шарам можно провести равные касательные.
Упражнения. 904. О п р е д е л и т ь  р а д и у с  ш а р а ,  з а д а н н о г о  с в о и м  о б щ и м  у р а в ­
нением:
аи х2 +  а22У2 +  «зз-г2 +  Ъа-пуг +  2aB1zx +  2а12ху +
2а^х  - { -  2а<2ду - f -  2a%±z - j -  <244 =  0
о т н о с и т е л ь н о  н е к о т о р о й  к о с о у г о л ь н о й  с и с т е м ы  к о о р д и н а т .
9 0 5 .  П о к а з а т ь ,  ч т о  в с я к а я  п о в е р х н о с т ь  2 - г о  п о р я д к а ,  п р о х о д я щ а я  ч е р е з  
м н и м ы й  к р у г  в  б е с к о н е ч н о с т и ,  е с т ь  н е п р е м е н н о  ш а р .
Указание. В с я к а я  п о в е р х н о с т ь  2 - г о  п о р я д к а ,  п р о х о д я щ а я  ч е р е з  м н и м ы й  
к р у г ,  л е ж а щ и й  в  б е с к о н е ч н о  у д а л е н н о й  п л о с к о с т и ,  д о л ж н а  в  п р я м о у г о л ь н о й
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с и с т е м е  к о о р д и н а т  и з о б р а ж а т ь с я  у р а в н е н и е м :
* 2 + У 2 +  +  t (Ах +  By +  Cz-\-D) =  0;
н о  э т о  у р а в н е н и е ,  о ч е в и д н о ,  и з о б р а ж а е т  ш а р .
9 0 6 .  О п р е д е л и т ь  р а д и у с  с е ч е н и я  ш а р а
(ЛГ — а)2 +  (у — Ь)2 +  (Z — с)2 — /-2 =  0
п л о с к о с т ь ю
Ах —j— By —j— Cz -|— D =  0.
9 0 7 .  П р е о б р а з о в а н и е  ф и г у р ы  ( и л и  м н о г о о б р а з и я )  в  д р у г у ю  ф и г у р у  н а з ы ­
в а е т с я  и н в е р с и е й  о т н о с и т е л ь н о  д а н н о й  т о ч к и  О ( п о л ю с  и н в е р с и и )  и л и  п р е о б р а ­
з о в а н и е м  о б р а т н ы м и  р а д и у с а м и - в е к т о р а м и ,  е с л и  с о о т в е т с т в у ю щ и е  т о ч к и  о б е и х  
ф и г у р ,  б у д у ч и  н а  о д н о й  п р я м о й  с  п о л ю с о м ,  у д о в л е т в о р я ю т  у с л о в и ю :
ОМ •  ОМ' =  k,
г д е  k — н е к о т о р о е  п о с т о я н н о е .
П о к а з а т ь ,  ч т о  е с л и  з а  п о л ю с  и н в е р с и и  п р и н я т ь  н а ч а л о  к о о р д и н а т ,  т о  ф о р ­
м у л а м и  у к а з а н н о г о  п р е о б р а з о в а н и я  б у д у т :
х‘ _  У z _ k
х ' у  z' х '2 -f - у '2 -)- z'2 9
и н в е р с и я  п р е о б р а з у е т  п л о с к о с т ь  в  ш а р ,  п р о х о д я щ и й  ч е р е з  п о л ю с  и н в е р с и и * ,  
и  п р о и з в о л ь н ы й  ш а р ,  н е  п р о х о д я щ и й  ч е р е з  п о л ю с ,  п р е о б р а з у е т с я  в  ш а р .
6. Круговые сечения поверхности 2-го порядка.
Сечение поверхности 2-го порядка какою-либо плоскостью будет 
вообще линией 2-го порядка, которая в частности может оказаться и 
кругом при надлежащем выборе секущей плоскости; такое сечение- 
поверхности будем называть круговым сечением. Ниже мы определима 
круговые сечения различных поверхностей 2-го порядка.
Прежде всего отметим, что гиперболический параболоид не может 
иметь круговых сечений; в самом деле, какой-либо круг плоскости 
содержит две мнимых циклических точки этой плоскости, которые- 
должны принадлежать и поверхности, если круг принадлежит поверх­
ности; между тем бесконечно удаленная плоскость t — 0 пересекает 
гиперболический параболоид:
*2
Р
по паре действительных прямых:
и следовательно, мнимые циклические точки не могут принадлежать 
гиперболическому параболоиду, а потому на этой поверхности не может 
быть круга.
Предположим, что две поверхности 2-го порядка
F  (ху уу z) =? О (33)
и
Ф (х, у, z) =  0 (33'>
2 9 7
имеют некоторую общую кривую 2-го порядка, лежащую в плоскости:
и =  z -f- ах  -j- by -f- с =  0.
Разделим многочлен F  на многочлен и первой степени относительное; 
пусть частное будет Q (х, у, z) [оно первой степени относительно коор­
динат х, v, е, а остаток R (x , у) второй степени относительно х, у, но 
не содержит г], тогда
F ~ u Q - \~ R .  (34)
Пусть подобным же образом Qj будет частное и Rt —  остаток от деле­
ния Ф на и, так что:
(34')
Предыдущие тождества показывают, что линия пересечения F  =  О 
и и =  0 лежит на цилиндре
R  (АГ, у )  =  0 ;
та же самая линия, как линия пересечения Ф =  О и и =  0, лежит на 
цилиндре
R i  (AT, у) =  0.
Эти два цилиндра должны быть, следовательно, тождественны, и 
..левые части их уравнений могут отличаться лишь некоторым постоян­
ным множителем т :
R  == mRv
Заменим R и Rl их выражениями из равенств (34) и (34'), тогда
F  — uQ =  т  (Ф — uQt)
или
F  —  т Ф  еее u(Q — mQ^).
Это последнее тождество обозначает: поверхность
F  —  т Ф  =  О,
%
проходящая через полное пересечение поверхностей (33) и (33') (линию 
4-го порядка), распадается на пару плоскостей:
и =  О
и
—  mQ =  0.
Таким образом линия пересечения 4-го порядка двух данных поверх­
ностей распадается на две плоских линии 2-го порядка.
Итак, мы можем сказать: если две поверхности 2-го порядка имеют 
одну общую плоскую линию, то  они имеют и другую общую им пло­
скую линию. В этом случае некоторая поверхность 2-го порядка, про­
ходящая через пересечение двух данных, распадается на пару плоско­
стей, т. е. можно выбрать такой постоянный множитель т , что
F  — тФ  == tiv,
где и и V — линейные функции относительно координат.
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Пусть теперь, нам дана некоторая поверхность 2-го порядка своим 
общим уравнением:
F  (.х , у , г) =  0; (33)
ее круговые сечения будут принадлежать некоторому шару, уравнение 
которого пусть будет:
Ф (лг, у, z) =  0. (33")
Если их пересечение содержит круг, то оно будет содержать и другую 
плоскую кривую, и, следовательно, должно иметь место тождество:
F —■ $Ф == ию, (35)
где $ — некоторый числовой множитель, а и. и чз— линейные функции. 
Между прочим, предыдущее соотношение показывает, что и вторая 
плоская кривая пересечения (F ) и (Ф) будет тоже круг. Так как тожде­
ство (35) имеет место для всяких х , у, z , то группа членов левой части 
второй степени относительно координат должна тождественно быть 
равной группе членов второй степени правой части, следовательно:
F 2 — s<52 =  (350
где F2 и Ф2— группы членов второй степени из многочленов F  и Ф, 
а и{ :и — группы членов первой степени из линейных функций и и v. 
Уравнение
1 = 0
отличается от уравнения
1
только тем, что в первом из них нет свободного члена, который 
может быть, входит во второе уравнение; поэтому эти уравнения изоб­
ражают плоскости, между собой параллельные.
То же самое надлежит сказать и о плоскостях, изображаемых урав-
нением оIIъ>
й уравнением
ч — II О •
Уравнение
• \
-*4 II О
изображает конус асимптотических направлений с вершиною в начале 
координат для данной поверхности; если же мы приравняем нулю сово­
купность членов второй степени из общего уравнения шара, то получим 
уравнение
ф2 =  о,
которое, можно сказать, изображает либо конус асимптотических напра­
влений любого шара (изотропный конус), либо, что то же самое, шар 
нулевого радиуса с центром в начале координат.
Соотношение (35'), очевидно, выражает собою условие, что две 
плоских линии пересечения конуса (F2) и шара нулевого радиуса (Ф.2)
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лежат в плоскостях их =  0 и vx =  0 или, иначе, круговые сечения 
конуса асимптотических направлений данной поверхности лежат в ука­
занных плоскостях, которые параллельны плоскостям
и =  0 и v — 0.
Итак, круговые сечения конуса асимптотических направлений по­
верхности 2-го порядка л еж ат  в плоскостях, соответственно парал­
лельных плоскостям круговых сечений самой поверхности.
Отсюда следует, что вместо определения плоскостей круговых сече­
ний поверхности 2-го порядка мы можем искать, что короче, плоскости 
круговых сечений конуса асимптотических направлений.
Тождеству (35х) можно дать следующее геометрическое истолко­
вание: конус
5Ф2 =  О
распадается на пару плоскостей, а потому дискриминант' левой части 
его уравнения должен обращаться в нуль, т. е.
аи - 5 а 12- о а 1В “ -5Ш2
~S(08 ^22“ -  S ^23 ~-SODj — — —
1«
Г-*
СО 50)2 ^32“ ~ 50>1 3^3 ” - s \
но это есть характеристическое уравнение начальной поверхности 
Таким образом множитель 5 в тождестве (35) или (35х) должен быть 
корнем (притом отличным, конечно, от нуля) характеристического 
уравнения.
Отнесем теперь нашу поверхность к главным направлениям; тожде­
ство (35х) примет вид:
-(- s2y2 -f- sBz2—  s {х2 у2 z2) ^  uxvv (35")
где ux и v1 —  преобразованные к новой системе координат функции их 
и vv a s  есть один из корней характеристического уравнения (отлич­
ный от нуля).
Поверхность, изображаемая уравнением:
stx2 -[- s2y 2 - f  - ssz2 — 5 (,х2 -ф-у2 4 -  z2) =  О,
распадается на две действительных плоскости только в том случае, 
если мы для s примем значение среднего по величине из трех корней 
характеристического уравнения, притом значение, отличное от нуля.
Итак, действительные плоскости круговых сечений мы получим 
только в том случае, когда в соотношении (35) или (35х) возьмем 
для $ средний по величине корень характеристического уравнения; 
два же других корня дадут мнимые плоскости круговых сечений.
Применим теперь полученные соображения к поверхностям 2-го 
порядка, определенным своими каноническими уравнениями.
Возьмем уравнение эллипсоида:
+  ^г +  " ^ “~1==0’
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предполагая, что
CL >  Ь >  С\
«го характеристическое уравнение
имеет корни:
причем средним по величине будет корень s2 =  ; он и даст действи­
тельные плоскости круговых сечений.
Итак, действительные плоскости круговых сечений будут:
V2 , у2 , z2
или по упрощении:
х л /  1 1 -
V  № а2 -— ] /  ~Г -рГ2 — ®'’ (36)
эти две плоскости проходят через среднюю ось у, и обе они одина­
ково наклонены к другим осям (черт. 189). Плоскости, параллельные 
той или другой из 
полученных плоско­
стей (36), будут пе­
ресекать эллипсоид 
также по кругам, при­
чем по мере того как 
мы будем отступать 
от начальных плоско­
стей, радиусы кругов 
сечений будут умень­
шаться и, наконец, об­
ратятся в нуль, когда 
секущая площадь об­
ратится в плоскость 
касательную. Эти точ­
ки касания к поверх­
ности 2-го порядка 
плоскостей, параллель- Черт. 189.
ных плоскостям кру­
говых сечений, называются точками округления.
Точки округления эллипсоида легко определить; пусть х ', у \  zr — 
координаты одной из них, тогда карательная плоскость в ней
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будет:
Х х ' . Yy' 
“Г
Zs'
д2 1,
и она должна быть параллельна одной из плоскостей круговых сечений, 
следовательно,
х ' у ' z'
а* _ № с2
У  Ф — №
a b
У  № — Ф ’
Ьс
обозначая эти отношения через о, получим:
У~Ф~-х
а
№ У О,
Z'
с
У  ь* — о.
Сверх того эти координаты должны удовлетворять 
соида, откуда
. Ь
уравнению эллип-
u — — —7=  •
у  а ?  — с *
Таким образом четыре точки округления 
ляться координатами:
эллипсоида будут опреде-
х У ФУ Ф а, у ' == О,
у
У Ф — с*
с.
Так как однополостный и двуполостный гиперболоиды имеют общий 
конус асимптотических направлений, то направления плоскостей их 
круговых сечений будут одинаковы.
Для этого общего их конуса:
, у 2
>2 О
характеристическое уравнение будет иметь корни:
1 1 1
Ф 9 s% * — №  9 2 >
✓
средним по величине из них будет (в предположении, что а >  Ь) корень
1
а9  >
ибо
_1_ _ L  J L
■ ф  ^  ф  ^  &  *
Следовательно, действительные плоскости круговых сечений будут:
:2
S - + 4 - 5 о
или
у Y dt — P z iz — Y а? ~|- с2 =  0; (37)
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само собою разумеется, что уравнения эти можно было бы получить- 
из уравнений (мнимых) круговых плоскостей эллипсоида заменою с2 
на —  с2.
Плоскости, изображаемые уравнениями (37), будут, как нетрудно 
проверить, пересекать двуполостный гиперболоид по мнимым линиям*, 
но если мы возьмем плоскости, им параллельные и достаточно удален­
ные от центра (или начала координат), то они будут пересекать поверх­
ность по действительным кругам. Однополостный гиперболоид, оче­
видно, не будет иметь точек округления, плоскости (37) и им парал­
лельные все пересекают поверхность по кругам радиуса, отличного от 
нуля и притом неограниченно возрастающего по мере удаления плос­
кости сечения от центра поверхности.
Определим теперь точки округления двуполостного гиперболоида;., 
уравнение его касательной плоскости в точке (х '\  у ';  z f) будет:
Х х' Гу' , Zzr _  -.
Я 2 I С2 —
если она параллельна одной из плоскостей круговых сечений, тогда::
Полагая
х'
я2
У
Ь-
0 " У  я2 — Ь2
ь
х' У' -
а ь
0 Y  а г -
с2
V  я2 +  с*
Z4
с — о
zt у  я2 -j- с2
и подставляя определяемые отсюда координаты х '’, у \  z f в уравнение 
самой поверхности, мы получим:
1
У  Ь* +  с2 *
Таким образом четыре точки округления двуполостного гипербо­
лоида будут определяться координатами:
я О,
У у  &  —  №
у  №  +  с2 ’ с
у  а?-\-с2 .
y w ~ у ж ’
эти же значения можно было бы получить из соответствующих выра­
жений для координат точек округления эллипсоида заменою а2 и Ь* 
соответственно на — а2 и — b2.
Определим, наконец, круговые сечения эллиптического параболоида 
или, что то же самое, его конуса асимптотических направлений. Для 
уравнения конуса:
v2 1»2
О* 2 у2
У + Т
корнями характеристического уравнения будут:
I
1
1 ’> Soq 3 0;
3 0 3
если считать, что р  >  qy то средним по величине корнем будет;
1
.Поэтому действительные плоскости круговых сечений здесь будут опре­
деляться уравнением:
у* 2 у2 1 4
Т  +  ^ _ 7 ( х 2 + -у г + г 2 )  =  0
или же
y V p  —  q ± z Y q ~ Q .  (38)
Для определения точек округления (здесь их будет, очевидно, 
•только две) пользуемся прежним методом; возьмем уравнение касатель­
ной плоскости параболоида:
■и выберем ее параллельною одной из плоскостей круговых сечений 
^(38) так, чтобы:
Р __ ч _ ________
о Y p — ч  ±  У я
Определим затем координаты (x r\ y r\ z'), удовлетворяющие этим усло­
виям, так, чтобы они сверх того удовлетворяли уравнению самой по­
верхности; тогда координаты точек округления будут:
х ' =  0, У' =  ±  V q(p  — q), z ' =  ~ ± ,  (3 9 )
/
Упражнения. 908. Определить радиус кругового сечения эллипсоида, за­
данного своим каноническим уравнением, если плоскость сечения отстоит 
ют центра эллипсоида на расстоянии, равном d .
909. Радиус кругового сечения эллиптического параболоида, заданного 
«своим каноническим уравнением, определится по формуле:
.  .  ч
r* =  p ^ p  — 9 — 2dy/~
где расстояние плоскости сечения от вершины параболоида.
7. Фокальные линии поверхностей 2-го порядка.
Для кривой 2-го порядка мы определили фокус как центр окруж­
ности нулевого радиуса, имеющей с кривой касание в двух точках. 
Аналогичное определение можно дать1 и для фокусов поверхностей 
2-го порядка. В. Amiot (1843 г.) определяет фокус как такую точку 
с координатами а, |3, 7, относительно которой уравнение поверхности 
может быть приведено к виду:
2Fs==m [(x — a)2-j-(y  — Р)2 +  (^ — *f)2] — V U = O t (40) 
где U и V — линейные функции координат лг, у, z.
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Прямую пересечения плоскостей, изображаемых уравнениями:
и  =  О, V =  0, (41)
Amiot назвал директрисой, соответствующей данному фокусу.
Геометрическое истолкование формы уравнения (40) было затем 
указано Шалем и Плюкером.
Плоскость /7 =  0 пересекает данную поверхность 2^ =  0 по кри­
вой, лежащей на шаре нулевого радиуса:
(Х _ я)2 +  (_у_ р )2 +  ( г _ т)2 =  0, (42)
т. е. по кругу; равным образом плоскость V — 0 пересекает поверх­
ность 2 F = 0  по кругу, лежащему на том же шаре. Поэтому прямая 
пересечения этих плоскостей (41) пересекает данную поверхность 
в двух точках, в которых шар (42) касается поверхности. Таким 
образом фокус поверхности 2-го порядка может быть определен как 
центр шара нулевого радиуса, имеющего с данною поверхностью каса­
ние в двух точках, и тогда директриса есть прямая, соединяющая 
эти точки касания. Две плоскости (41) очевидно, суть плоскости, 
параллельные плоскостям круговых сечений данной поверхности. 
Пусть
U =  ах  -{- by -f- cz -f- d,
V == а 1 х  -f- b'y -j- c'z -}- d!\
составим для поверхности, определяемой уравнением (40), уравнение 
описанного конуса с вершиною в точке (а; (3; ^) по правилу, указанному 
в § 9 главы XVI.
Обозначим через U и V результаты подстановки координат <х, 8, у 
в функции U и V, тогда
2 P = — U V — VU,
и уравнение описанного конуса будет:
(UV~\~ U V f  +  4 Uv[m (х — a f  +  т  (у — [if +  т  (z — f f  — UV] =  О 
или
т '  (x  — a f  +  ( y - $ f - { - ( z  —-т)2] +  ( ^ — U V f =  0. (43)
Легко видеть, что полученный конус будет конусом вращения; 
в самом деле, преобразуем координатную систему так, чтобы пло­
скость
U V — UV =  о
была параллельна одной из новых координатных плоскостей; если 
новая система координат прямоугольна, то выражение, стоящее в квад­
ратных скобках левой части (43), сохраняет свой вид. В н о е о й  
системе координат уравнению (43) можно дать вид:
т' \(х — «)2 +  СУ —  Р)2 +  (г —  т)2] +  (z —  *f')2 =  °Т
это же последнее уравнение изображает конус вращения с вершиною 
в точке (а; (3; у), так как в нем коэфициенты при квадратах двух 
координат одинаковы.
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Итак, фокус поверхности 2-го порядка может быть определен как 
вершина конуса вращения, описанного около данной поверхности 
(определение Штейнера).
Если плоскости круговых сечений действительны, то будут дей­
ствительны и им параллельные плоскости (41); при этом для точек 
нашей поверхности 2-го порядка выражения U и V пропорциональны 
расстояниям выбранной точки поверхности до плоскостей, изображае­
мых уравнениями (41). Поэтому уравнение (40) может быть прочитано 
следующим образом: поверхность 2-го порядка есть геометрическое 
место такой точки, для которой квадрат расстояния от фокуса нахо- . 
дится в постоянном отношении к произведению расстояний этой точки 
до двух плоскостей, проходящих через директрису и параллельных 
плоскостям круговых сечений.
При исследовании круговых сечений поверхности нами уже было 
разъяснено, что для того чтобы уравнение поверхности 2/7= 0 м о ж н о  
было привести к виду (40), необходимо множитель т  выбрать равным 
одному из корней характеристического уравнения поверхности.
Найдем теперь фокусы центральных поверхностей 2-го порядка, 
каноническое уравнение которых, чтобы не различить пока отдельных 
случаев, напишем в виде:
х2 | у2 . z2 __
Чтобы привести это уравнение к виду (40), мы должны положить: 
4  + 4  +  % -  1 - 5 К *  -  «)2 +  О  -  Ю2- Н *  — г)2] - U V ,  (45)
где U и V — некоторые подходящие линейные функции.
На основании тождества (45) мы можем сказать, что уравнение:
4 + 4 + 4 - 1~ * к*-«>2+ 0'-|3)2+ ( * - ' г)2]==о (46)
* ,
% ч
изображает пару плоскостей, поэтому для уравнения (46) система 
уравнений
г . =  0, Fy =  0. > , = - 0 .  (47)
определяющих центр, должна сводиться, к двум только уравнениям, 
дающим прямую центров [т. прямую пересечения двух плоскостей 
(46)], притом/ эта прямая должна принадлежать самой поверхности, 
изображаемой уравнением (46). Итак, три уравнения
■ J — s (x  —  « ) = 0 ,  ^  — s(y  —  Р ) = 0 ,  — s{z  — т )= = 0  (47')
должны сводиться лишь к двум уравнениям, а так как каждое из них 
содержит различные координаты и не может быть следствием двух 
других уравнений, то одно из этих уравнений должно пропадать.
Таким образом нам приходится рассмотреть три случая, предпола­
гая, что в системе (47') пропадает либо первое, либо второе, либо
третье -^уравнение. Итак, положим в системе (47') пропадает первое
• > *
Ш
уравнение; тогда
5
2_ 
А ’
прямая же центров будет определяться условиями:
У __-  У —■р _ р
в  " А В - А ’
Z z  — т т •
'  А ~  с А ’
эти значения у и г  должны удовлетворять уравнению (46), следова­
тельно:
С— А 1
таково будет геометрическое место фокусов, деректрисы которых па­
раллельны оси л;-ов. Полученная фокальная линия (место фокусов) 
представляет собой центральную кривую 2-го порядка, лежащую 
в плоскости yOz.
Если в системе (47') пропадает второе уравнение, то
и по аналогии получим вторую фокальную линию в плоскости xOz:
Р =  °> - ^ -  +  ^ - 1 = 0  (49)
как место фокусов, соответствующие деректрисы которых параллельны 
оси у. Наконец, третье предположение дает третью фокальную линию 
в плоскости хОу: . — ~
тг =  °  л4 с + - - е£ с -  1 = 0 - (50>
Сечение данной 
кривая
поверхности главною плоскостью z =  0 будет
очевидно, кривая (50) конфокальна с этим главным сечением. Таким 
образом каждая из фокальных линий представляет собой кривую, 
конфокальную с линией сечения поверхности соответствующею глав­
ною плоскостью.
Для эллипсоида
и однополостного гиперболоида
_ i_ _ _  __
dA * JtA £ 2
очевидно,
А > В > С .
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Поэтому для эллипсоида и однополостного гиперболоида фокаль­
ная кривая (48) в плоскости х  =  0 будет мнимой, фокальная крйвая (49) 
в плоскости у — О будет гиперболой, третья же фокальная линия (50) 
в плоскости г =  0 будет эллипсом.
Для двуполостного гиперболоида
мы будем иметь:
А С  В <  С.
Поэтому для двуполостного гиперболоида первая фокальная линия 
(48) в плоскости х  =  0 будет эллипсом, вторая фокальная линия (49) 
в плоскости у  =  0 будет опять гиперболой, третья же (50) в плоскости 
г =  0 будет мнимою кривою.
Итак, для всякой центральной поверхности 2-го порядкя одна из 
фокальных линий будет эллипсом, другая — гиперболой, а третья — 
мнимой кривой, причем гипербола во всяком случае лежит в средней 
главной плоскости {у =  0) по нашему наименованию.
Применим тот же метод к нахождению фокусов, параболоидов, 
заданных своим каноническим уравнением:
— 2 * = 0 ,  (51)
причем чтобы охватить сразу оба случая — и эллиптического и гипер­
болического параболоида —  для коэфициента q будем допускать как 
положительные, так и отрицательные значения.
Согласно указанному выше приему мы должны найти случай, 
когда уравнение:
^  +  у  —  2 * —  S[(x  -  а)2 +  0  —  |3)2 +  ( г  —  if)2] = 0  (52)
изображает пару плоскостей.
Следовательно, из трех уравнений:
JC «) =  0, у  — s O' — Р) =  0. — 1— s(2 — r) =  0
однр должно тождественно пропадать. Очевидно, последнее из них 
пропадать не может, поэтому здесь приходится рассмотреть лишь два 
случая. Если пропадает первое из указанных уравнений, тогда
1 Л s == — , а =  О 
Р
и прямая пересечения двух плоскостей (52) определится условиями:
У У — Р ^  ;Р _
Я Р я — р ’
2 =  1 — р;
эта прямая принадлежит поверхности, определяемой уравнением (52), 
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если
(53)« =  0, —^ - _ 2 ' ( +  р =  0;
таковы будут уравнения первой фокальной линии параболоидов.
Если пропадает второе из указанных выше трех уравнений, тогда:
S = l ,  (3 =  0,
и аналогично получим вторую фокальную линию параболоидов:
Р =  0, J ^ T - 2 - i +  q =  0. (54)
Каждая из фокальных линий представляет собой параболу.
8. Конфокальные центральные поверхности.
Возьмем некоторый начальный эллипсоид
так как его фокальные линии определяются по разностям квадратов 
полуосей а2— b2, b2 —  с2, с2 — а2, то, если мы каждый из квадратов 
полуосей увеличим на одно и то же число X, эти разности сохранят 
свое значение, и всякая поверхность, определяемая уравнением:
где X имеет любое заданное значение, будет иметь те же фокальные 
линии, как и начальный эллипсоид.
При различных значениях ;Х уравнение (56) даст нам семейство 
центральных поверхностей 2-го порядка, имеющих общие фокальные 
линии, а потому и называемых софокусными или конфокальными.
Возмем две какие-нибудь поверхности из этого семейства:
Для всякой точки, общей этим поверхностям (точки на линии их 
пересечения), будет удовлетворяться нижеследующее соотношение, 
которое получается вычитанием почленно уравнений (56') и (56")*
V  + Н) («3 + h ) + (Ь2 +  h ) (Ь2 +  h ) + (С2 + h).№  +  h ) = 0; (57)
это соотношение можно переписать в виде:
X X  I у  у  . Z
cl^  -j- Хх —{- Х2 № —J- X j Xg с^ -j- Xj,
и дать ему следующее истолкование.
с2Ч~ X;
О (57')
309
Составим уравнения плоскостей, касательных к поверхностям 
(5 бЛ) и (56") в некоторой их общей точке (л:; у; z)\ уравнения эти 
будут:
X *  I ТУ t Хг- 1 __л
a2-\-h ' P  +  h  ' с2 +  Хх '
Хх 
я2 -f-
ГУ
№ -j~ Х2
Zz
С2 +  Х2
0.
Теперь очевидно, что соотношение (57') обозначает, что эти каса­
тельные плоскости в их общей точке ортогональны. Когда касатель­
ные плоскости двух поверхностей во всякой их общей точке взаимно 
перпендикулярйы, то говорят, что эти поверхности пересекаются 
под прямым углом или ортогонально. Итак, мы можем сказать, что 
две любых поверхности из семейства конфокальных центральных 
поверхностей пересекаются ортогонально.
Пусть нам дана какая-нибудь точка пространства yt; ^ );
посмотрим, какие поверхности из нашего конфокального семейства 
проходят через эту точку. Чтобы найти такие поверхности, надо опре­
делить X, удовлетворяющее условию:
Легко видеть что полученное уравнение для X представляет собой 
уравнение третьей степени; если в нем освободиться от знаменателей, 
то его можно привести к виду:
/  (X) В  X *  (в» + X) (с2 +  X) (с2 +  X) (a2 +  X) -{- 
+  z ?  (a2 -J- X) (£2 -f- X) —  (а2 +  X) (62 +  X) (с2 +  X) =  0. (58')
Левая его часть, т. е. функция f(X), имеет нижеследующие частные
X =  — а \  /(X) =  х *  (** — аР) (<с2 — а2) >  0,
X =  — b\ /(X) =  y f  (с* — №) (а2 — £2) <  0,
\  =  — сЪ /(X ) =  z ?  (а2 —  с*) (Р  —  с2) >  0,
X =  + Ь о ,/ (Х )  <  0.
Так как в интервалах ( —  а2, — b2), ( — b2, — с2), ( —  с2, -f-)cw 
функция /(X ) меняет каждый раз знак, то уравнение (58) имеет три 
действительных корня:
— & < \ <  —  Ь\
—  i>2 < h <  — с2>
—  с2 <  Х3 <  -J- оо;
следовательно, через каждую точку пространства проходят три поверх­
ности из нашего конфокального семейств#. Посмотрим, какая из по­
верхностей соответствует каждому из указанных корней.
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Для первого корня мы имеем:
а2 >  О,
Ь2 -j~ Xt <1 О,
с24 Л  < с 2 — 62 < 0 ,
следовательно, поверхность, изображаемая уравнением (56), при X =  >ч 
будет двуполостным гиперболоидом.
Длячвторого корня:
О < а 2 — £2 <  a2 -f- Х2,
■ О <С Н~ Х2,
с2 -j- Х2 <  О,
поэтому соответствующая поверхность будет однополостным гипербо­
лоидом.
Наконец, для третьего корцд:
О <  а2 —  с2 <  а2 +  Х3,
О < £ 2 — с2 < 6 24 л >
О <  с2 -f- Х3,
следовательно, s поверхность, соответствующая этому корню, будет 
эллипсоидом.
Итак, через каждую точку пространства из семейства конфокальных 
поверхностей (центральных) проходят три поверхности, из которых 
одна будет обязательно эллипсоидом, другая однополостным гипербо­
лоидом и третья гиперболоидом двуполостным, причем все три эти по­
верхности в указанной точке пересекаются под прямьш углом.
Из сказанного следует, что каждую точку пространства можно опре­
делить пересечением трех поверхностей из конфокального семейства, 
а так как каждая из этих поверхностей определяется соответствующим 
параметром Х1? или Х2, или Х3, то эти последние можно рассматривать 
как координаты точки пространства („эллиптические координаты"). 
Указанная координатная система может быть названа ортогональною 
системою, так как две любых координатных поверхности пересекаются 
ортогонально.
Чтобы получить значения эллиптических' координат Хр Х2, Х3 по 
декартовым координатам данной точки Mv надо решить уравнение (58'); 
наоборот, выражения декартовых координат x v y v zx через эллипти­
ческие Хр Х2, Х3 получить нетрудно следующим способом.
Так как Хр Х2, Х3 суть корни уравнения (58'), то его левая часть 
может быть представлена в виде произведения старшего коэфициента— 1 
на разности между переменным X и корнями:
/ 0 0  = - ( X - ^i)(^ ^а)(^ з^)>
где /(X) имеет значение, указанное формулой (58'). Полагая в отме-
ченном тождестве по очереди X = = — аа, X = —  b2, X =  —с2, мы получим:
-  а2) (с2— а?) == ( °2 +  Ю (я2 +  К) (а2 +  Ю>
Ух (с2 - Ь2) (а2— №) =-  (&2 +  * i)  (&2 +  \ )  (£2 +
а*,2 (а2 -— с2) (Ь2— &)--=  (с2 +  \ t) (с2 4 -  х2) (с2 Х3),
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откуда
X 2 
Л 1
Л
Z 2
(a2 -f- (a2 -f~ Х2) (а2 -(- Х3)
(62 — а2) (с2 — а2)
(*2 +  h )  №  +  Ха) (&2 +  Х8)
(б® — £2) (а2 — Ь*)
(с2 -f- Xj) (с2 -[- Х2) (i2 -f- Xg) 
(а2 — с2) (b2 ~  с2) (59)
Таковы выражения декартовых координат любой точки пространства 
через ее эллиптические координаты.
Если для примера принять в предыдущих формулах Х3 =  0, то они, 
очевидно, будут давать точки, принадлежащие нашему основному элли­
псоиду (55); таким образом выражения:
_ ацд2 +  хх) (fl2 +  х2)
. {Ь2 — а2) (с2 -- а2) ’
Ь2 (Ь2 +  \ )  (IЬ2 +  Х2)
X
У-
'2
(.с2 — Ь2) (а2 — Ь2) 
С2 (С2 +  X,) (£2 +  Х2) 
{а2 — с2) (62 — б2)
будут давать точки эллипсоида (55), что и легко проверить непосред­
ственно подстановкой этих выражений в уравнение (55). При этом 
линии =  const и линии Х2 =  const будут на эллипсоиде (55) пере­
секаться под прямым углом; таким образом мы на эллипсоиде полу­
чаем ортогональную сеть линий 4-го порядка, ибо эти линии суть 
линии пересечения эллипсоида с конфокальными ему двуполостными 
гиперболоидами.
9. Конфокальные параболоиды. 60
Для параболоида
•
X2
У
1 У2 - 2 z  — 0
фокальные линии будут:
X —= 0,
у2
q — p - 2 z - \- p  — 0
и
V = = 0,
X2
р — я
— 2z-\-q =  0
(60)
сюда входят не только разность р — qy но еще и самые коэфициенты 
р и д в свободных членах уравнений. Поэтому уравнения конфокаль­
ных параболоидов мы будем искать в виде:
X2 , у2
+ 2z т О,Р +  X 1 q -(- X
♦
сместив начало координат по оси z\ если принять
Z --  2 ~Т~ п >
3 1 2
то предыдущее уравнение примет канонический вид:
X2 ”2
р +  Х +
У
к 2zr =  О,
и его фокальными линиями будут:
х — ~q~~~p — 2 ^  ~j~ Р ~Ь  ^=  О,
У =  Ь  - ^ - - 2 г '  +  д +  1 =  0
или в старой системе:
лг =  0, — -------2z — т Л - р  -4— X =  О,q —р \ г \
У =  о, — 2г — т  -{- д -f-X =  0; -
очевидно, чтобы эти фокальные линии совпадали с прежними, 
принять
т  =  X.
надо
Итак, параболоиды, конфокальные с прежним параболоидом (60). 
а также и между собой, будут изображаться уравнением:
X2 , у2
+ 2г 0.р +  X 1 q +  X,?
Возьмем опять две поверхности из этого семейства:
х2
h
Х ‘
+
+
у3
9 +  х1 
У3
2г О,
2г — X., =  0;
ш
(61)
Р +  ^ 2  1 Я +  ^ 2
для точек, общих этим поверхностям, будет выполняться соотношение:
•2
+ У
( р  +  i^) ( р  +  2^) ( я  +  1^) ( я  +  ^ 2)
-j- 1 — о,
которое, как нетрудно убедиться, означает, что касательные плоскости 
к  выбранным поверхностям в каждой их общей точке ортогональны. 
Если нам дана точка г {) то через эту точку из семейства (61 У
проходят те поверхности, для которых параметр X удовлетворяет 
условию:
(62>
Это уравнение третьей степени относительно к и может быть
написано в виде: \
/(X) в - * , *  (д +  X) + у х2 (р +  X) _  (2z{ +  X) (р +  X) (д +  X) =  0. (620
Независимо от того, будет ли д отрицательным или положитель­
ным, можно считать, что
Р >  Я,
3 1 $
а следовательно,
— р < — я,
р — я> о.
При этих условиях уравнение (62') будет иметь три действитель­
ных корня:
Xj <  —  р <  Х2 <  —  q <  Х8.
Для первого корня
Р +  ^ 1 <  о,
? - f xi < я —Р< 0 ,
и соответствующая поверхность (60) будет эллиптическим параболои­
дом. Для второго корня
0 <  Р +
Я +  ^ 2 <  0
параболоид будет гиперболическим.
Наконец, для третьего корня
0 <Р — 4 < h  +  P>
0 <  3^ “Ь Я у
параболоид будет эллиптическим.
Итак, через каждую точку пространства проходят три  конфокаль­
ных параболоида, из которых один гиперболический, два других эл­
липтические; эти поверхности пересекаются между собой ортогонально. 
Полагая, как и раньше:
х \ {Я + Л 2(Р +  (р +  =
мы получим:'
_ _  (р  4~ М  ( р  ~h ^2) (Р  ~Ь х>) ^
Я  —  Р
2 __ +  1^) (Я ~h ^2) (ff Ч~ ^з)
Xl ~~ Р — 4f.
+  ^ 2  +  +  Р +  Я
Z1 = -------------- 2------------ *
Упражнения. 910. Точечное уравнение семейства конфокальных централь­
ных поверхностей
jr2 у2 ?2^ I _f______1 — Л
d *4 ~ X ^  2^ +  х ^ ^  +  х
в тангенциальных координатах приводится к виду:
(д2а2 _|_ &V2 4- ^ 2  _  р2) _)_ X («2 - f  t,2 4_ ^2) =  0;
дать геометрическое истолкование последнего.
911. Каждая из фокальных линий конуса 2-го порядка распадается на 
пару прямых.
912. На двух конфокальных поверхностях одного и того же вида точки 
координаты которых пропорциональны соответствующим осям этих поверх-
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ностей, т. е. точки М (х ; у ; z) и М' (*'; z'), координаты которых удовле­
творяют условиям:
X2 ХГ<2 у 2 у '2 Z2 z r2
-к2 +  ° 2 +  ° 2 +  с2 +  Хд
называются соответствующими точками [аффинное соответствие Айвори (Jvory)]. 
С помощью формул, выражающих декартовы координаты через эллиптические, 
показать:
a) что соответствующие точки находятся на одной линии (4-го порядка) 
пересечения двух конфокальных поверхностей разных видов, ортогональных 
к двум данным;
b) разность квадратов расстояний соответствующих точек на двух4поверх­
ностях от общего центра этих конфокальных поверхностей постоянна:
МО2 — Мг О2 =  Х3 — X
c) если М и N— две точки первой поверхности, а М! и Nr — им соот­
ветственные точки второй поверхности, конфокальной и одноименной е первой, то
MN' =  M'N.
Указание, а) Формулы (59) при постоянных Хх и Х2 и при переменном Хд 
дают кривую пересечения двух конфокальных поверхностей (56), соответствую­
щих значениям \  =  \ х и Х =  Х2. Так как при аффинном соответствии Айвори:
* 2 _ л:'2 (а2 +  \ )  (а2 +  Х2)
а2 +  h  а2 +  X; (*2 -  а2) {с2 -  я2) '
т. е. эти выражения зависят только от Xj и Х2, то соответствующие точки 
лежат на линии пересечения конфокальных поверхностей Х =  \ 1 и X =  X».
Ь) Пользуясь формулами (59), мы найдем:
или
МО2 — М'О2 == (Х3 — , У1(аа +  ^)(Дг +  ^  V  Zu (Ь‘1 — а?) (сЗ — аЩ
МОг — М’ О'1 =  (Х3
+  P-i +  h)
Xs) [  S  (7)2 а2) {с2 — а2) +
а
(Ь>- _  аз) (Ci — а?)л+XiX2 21 1(Ь2 — а2) (с3 — а *>]*
Теперь нетрудно убедиться, развертывая указанные суммы, что:
V4 я4 _
2и  (<Ь2 — а2) {с2 — а2) ~
а2
{Ь2 — а2) (с2 — а2)
____  1______
(6а —  а 2) (с3 —  а 2)
с) Пусть л:, з', z будут координаты точки Л1, а хь yXt zx — координаты 
точки N, тогда М! будет иметь координаты:
'1
\ /  а2 +  Ц ,
V а2 -}- Х3 у ]
| /  * * + V . 2 1
V Ь2 +  \ ь 1
| /  f2 +  Xs , 
V c* +  h
а точка Nf — координаты:
* \ v
jfijI +  .
Л1
| / й з + х * .  * 1 | А + Я -
г я2 Н4’ хз К  1V +  Хз
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поэтому:
MN'2 =  >  (х — = (  X V  a 2 +  h - X i V a 2 +  K B  )
^ T h
M'N2 =  >  (.t7 — j^)22 "^4.  ^( *  #2 ~Ь -^lj/я2 -f - \  )
Я2 +  >'3
следовательно:$
MN'-2-  M'N2 =  ( x 3 -  >4 ) X2
*+>•3 (h  -  >.;) у
2
Й2 -\~ A:{
Но так как обе точки Л4 и iV лежат на одном эллипсоиде, то
2
X2
а2 +  X 1, 2
*12
д2 +  h
1
и
ЛИУ'2 — М'№ =  0 или AIM =  Л4'ЛЛ
ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ.
к § 1.
1. При каких условиях общее уравнение 2-й степени изображает окруж­
ность? Как определить координаты ее центра и радиус?
2. Что называется степенью точки относительно заданной окружности?
3. Каково геометрическое значение левой части нормального уравнения 
окружности?
4. Что называется радикальною осью двух окружностей и каковы ее 
свойства?
5. Что называется радикальным центром трех окружностей и каковы его 
свойства?
К § 2.
6. Как изображается уравнение пучка линий 2-го порядка, проходящих 
через точки пересечения двух данных линий того же порядка?
7. Сколько пар прямых имеется в каждом пучке линий 2-го порядка?
8. Как пишется уравнение пучка линий 2-го порядка, проходящих через 
вершины четырехугольника, для которого даны уравнения его сторон?
9. В чем состоит теорема Штейнера о двух проективных пучках прямые?
10. Как формулируется теорема Шаля об ангармоническом отношении четы­
рех точек линии 2-го порядка?
К § 3.
I
11. Как формулируется теорема Паскаля о шестиугольнике, вписанном 
в линию 2-го порядка? Какой вид принимает теорема Паркаля для пятиуголь­
ника, для четырехугольника или треугольника?
12. В чем состоит теорема Брианшона, коррелятивная теореме Паскаля? 
Какой вид она принимает для пятиугольника, четырехугольника или треу­
гольника, описанных около кривой 2-го порядка?
13. Как используются теоремы Паскаля и Брианшона для построения ли­
нии 2-го порядкя по данным ее точкам или касательным?
к § 4:
14. Как определяется фокус линии 2-го порядка Эйлером?
15. Сколько фокусов имеет линия 2-го порядка?
16. Какое геометрическое определение можно дать фокусам линий 2-го 
порядка?
17. Как пишется уравнение семейства линий, софокусных с данным эл­
липсом?
O I C
18. Из каких линий состоит семейство линий 2-го порядка, софокусных 
с данным эллипсом? Сколько таких линий проходит через каждую точку пло­
скости и как они в ней пересекаются?
19. Что такое эллиптические координаты точки плоскости и как они свя­
заны с ее декартовыми координатами?
К § 5.
20. При каких условиях общее уравнение поверхностей 2-го порядка 
изображает шар? Как определить координаты его центра и радиус?
21. Что называется степенью точки относительно данного шара и как эта 
степень определяется по нормальному уравнению шара?
22. Через какую (мнимую) линию проходят все шары пространства?
23. Что называется радикальною плоскостью дв^х шаров и каковы ее 
свойства?
24. Что называется радикальною осью трех шаров и каковы ее свойства?
25. Что называется радикальным центром четырех шаров и каковы его 
свойства?
К § 6.
26. Если две поверхности 2-го порядка имеют общую плоскую линию, то 
какова будет их дополнительная линия пересечения?
27. Как находятся плоскости круговых сечений поверхности 2-го порядка?
28. Сколько будет действительных плоскостей круговых сечений для каж­
дой из поверхностей 2-го порядка?
29. Что называется точками округления поверхностей 2-го порядка и как 
они находятся? Сколько точек округления имеет каждая из поверхностей 2-го 
порядка?
К § 7.
30. Как определяется геометрически фокус и директриса поверхности 2-го 
порядка?
31. Как находятся фокальные линии поверхностей 2-го порядка, что они 
собой представляют и как они расположены?
К § 8.
32. Как пишется уравнение семейства поверхностей 2-го порядка, конфо­
кальных с-данным эллипсоидом?
33. Каковы свойства семейства софокусных поверхностей 2-го порядка?
34. Что называется эллиптическими координатами точки пространства? Как 
они связаны с ее декартовыми координатами?
К § 9 .
35. Как пишется уравнение семейства поверхностей 2-го порядка, конфо­
кальных с данным параболоидом? Из каких поверхностей состоит это семей­
ство?
Упражнения. 913. Пусть дан пучок окружностей Q  +  ХСз =  0, опреде­
ляемый двумя основными окружностями:
Ci =  (х -  atf +  ( у -  btT- -  г,« =  О,
С% ЕЕ (х — -{- {у — Ь2)- —- =■  О,
доказать, что:
1) координаты центра какой-либо окружности пучка и ее радиус будут 
определяться соотношениями:
а \ - V  г _  " Г  » _  r I2 +  (Г I2 +  Г2Г —  ^ 2) ^  ~\~ г а2^2
1 +  х ? 1 +  х ;  (1 +  Х)2
а потому центры всех окружностей пучка расположены на прямой, соединяю­
щей центры основных данных окружностей;
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2) между окружностями пучка найдутся две окружности нулевого радиуса 
(сводящиеся к своим центрам), их центры называются предельными точками 
пучка; предельные точки определяются координатами;
#!■ -}-Xffg и_#1 +  ^2
а ~  1 + Х  ’  1 + Х  ’
где X есть один из корней уравнения:
Ъ2 +  fa2 +  — &) X +  г£ \* == 0;
3) предельные точки действительны, если две основных окружности не 
пересекаются в действительных точках; они будут мнимыми, если две перво­
начальных окружности пересекаются в действительных точках;
4) все окружности пучка имеют одну и ту же радикальную ось;
5) степень какой-либо точки радикальной оси одинакова отнотносительно 
всех окружностей пучка.
914. Пусть радикальная ось двух окружностей =  0 и С2 =  0 пересекает 
прямую их центров в точке О и пусть степень точки О относительно каждой 
из этих (непересекающихся) окружностей равна k2; построим окружность С' 
с центром в точке О радиусом, равным k, тогда:
1) если касательная ТМ к окружности Сг пересекает прямую центров 
данных окружностей в точке М, то окружность с центром в точке АД и с ра­
диусом, равным МТ, будет принадлежать пучку (ибо степень точки О отно­
сительно этой окружности равна №)\
2) окружность С' пересекает прямую центров в двух предельных точках 
(назовем их А и Б)\
3) окружности, проходящие через точки А и В и имеющие центры на 
радикальной оси первого пучка окружностей, образуют второй пучок, ради­
кальною осью которого будет прямая центров первого пучка;
4) каждая окружность второго пучка пересекает любую окружность первого 
пучка ортогонально.1
915. Если три окружности Сг =  0, С2 =  0, С3 =  0 не принадлежат одному 
пучку, то уравнение:
—|— \^ С2 —}— ч£?3 == 0
будет ^при различных X, jj,, v) изображать окружности, имеющие с тремя дан­
ными окружностями общий радикальный центр („связка окружностей*).
1) Связка окрз'жностей содержит бесчисленное множество пучков окруж­
ностей; при этом, если две какие-либо окружности принадлежат связке, то ей при­
надлежат и все окружности пучка, определяемого двумя первыми окружно­
стями.
2) Радикальные оси пучков, входящих в состав связки, образуют пучок 
прямых;
(C i  —  С3) +  m  (С2 — Q )  =  0 ;
все они, конечно, проходят через радикальный центр связки.
3) Степень радикального центра окружностей связки будет одна и та же
относительно всех окружностей данной связки. 4
4) Пусть степень радикального центра относительно окружностей связки 
равна А2, тогда все окружности связки ортогональны к окружности радиуса k 
с центром в радикальном центре.
1 Если ограничиться рассмотрением области внутри окружности круга С'у 
то сеть обоих пучков даст нам изображение меридианов и параллелей земного 
полушария на так называемой стереографической его карте. Пусть, например, 
А будет северный полюс, В  — южный, а С и D — концы того диаметра шара, 
который перпендикулярен к большому кругу AQB, проходящему через точки 
А и В; если из точки С проектировать точки противоположного полушария 
на плоскость AQBf то мы и получим стереографическую проекцию этого по­
лушария (его карту).
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916. Уравнение, определяющее те значения параметра А, при которых 
линия s  — k s r =  0 распадается на пару прямых, будет уравнением инвариант­
ным при всяком коллинеарном преобразовании основных кривых 5 =  0 и s ' =  0.
917. Какова будет теорема, коррелятивная теореме Штейнера?
918. Как формулировать теорему, коррелятивную теореме Шаля?
919. Доказать теорему Брианшона аналитически, пользуясь методом сокра­
щенных обозначений.
920. В пучке поверхностей 2-го порядка
ч
ksr =  О,
проходящих через линию пересечения двух поверхностей 2-го порядка 5 =  0 
и s f =  0, имеется четыре конуса 2-го порядка; уравнение одного из этих ко­
нусов мы получим, если примем А равным одному из корней уравнения 4-й 
степени:
где ак и a ik — коэфициенты уравнений данных поверхностей.
921. Уравнение
s  — kuv =  О
изображает пучок поверхностей 2-го порядка, проходящих через две плоских 
линии пересечения данной поверхности 2-го порядка 5 =  0 и плоскостей 
а =  0 и v =  0.
922. Уравнение
5 — ka2 =  О
изображает пучок поверхностей 2-го порядка, имеющих с данною поверхностью, 
2-го порядка 5 =  0 касание по линии ее пересечения с плоскостью и =  0.
923. Если а =  0, р =  0, y = • О, В =  0 — уравнения четырех данных плоскостей, 
то уравнение: *
cry — Аро =  0
изображает пучок поверхностей 2-го порядка, проходящих через четыре прямых
а =  0, р =  0;
а — 0> о =  0;
Y =  О, Р =  0;
7 =  0, 6 =  0.
г Можно сказать, что это есть пучок поверхностей 2-го порядка, проходя- 
•щих через косой (не плоский) четырехугольник ABCDA.
924. Геометрическое место прямых пересечения соответственных плоско­
стей двух проективных плоскостных пучков
а — /лВ =  0 и Y — — о =  0 г т
есть поверхность 2-го порядка:
cry — Арб =  О,
проходящая через оси пучков. Кроме указанной серии прямых, поверхность 
содержит вторую серию прямых пересечения соответственных плоскостей
двух пучков:
о — т'Ъ =  0 и y — ^ 8  =  0.
925. Если три поверхности 2-го порядка проходят через одну кривую 2-го 
порядка, то три плоскости, содержащие дополнительные пересечения каждой 
пары поверхностей, проходят через одну прямую (сравните с теоремой Штурма 
для кривых 2-го порядка и с теоремой о радикальной оси трех шаров).
926. Если четыре поверхности 2-го порядка проходят через кривую 2-го 
порядка, то четыре плоскости, содержащие дополнительные пересечения каждой
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пары поверхностей, проходят через одну точку (сравните с теоремой о ради­
кальном центре четырех шаров).
927.^Пусть а, р, у* 5 будут линейными функциями однородных декартовых 
координат x : y : z : t , тогда каждое из уравнений:
а ( а ха  -f- +  ^lY +  =  Р (а 2а +  ^2? +  c 2 i +  **аМ>
а (я'а +  р +  c'y +  d'b) =  Р («2а +  Ь2$ +  С2Ь +  ^
изображает поверхность 2-го порядка, проходящую через прямую а =  0, р = 0 .
Поэтому кривая 4-го порядка пересечеШя этих двух поверхностей распа­
дается на прямую и линию 3-го порядка. Полагая р =  Ха и сокращая преды­
дущие уравнения на а, мы получим для изображения кривой 3-го порядка 
уравнения (с параметром X):
Ха ■— 13 =  0,
(#1 -f- bx — а%Х — Ь2Х2) а ~Ь Од. — с2^ ) Y +  (^i — d2X) о==0,
(а[ +  Ь[ — а 2Х — Ь2Х2) а -|- (с[ — с'2Х) y +  (d[ — d ’2X) о =  О,
откуда легко найдем, что а, р, y> & (или же координаты х, у , z} t) пропорцио­
нальны функциям 3-й степени относительно параметра X.
Обратно, если однородные координаты лг, у , г:, t пропорциональны заданным 
функциям 3-й степени некоторого параметра X, то при изменении X точка 
М  ( х : у : z : t) будет описывать линию 3-го порядка, лежащую на поверхности 
2-го порядка. В самом деле, положим, что
X — О («дХ3 +  ^2  ^Н- «з)>
у  —  а (Ь0\ *  4- Ь Л ? +  ЬоХ +  b i ) ,
, - . ; с: х . + д 4 д + 4 ) .
t — а (й?0ХЗ -|- dxX2 -j- d2Х -|- fifg),
где с; — множитель пропорциональности; эти уравнения будут определять 
кривую 3-го порядка, ибо, определяя ее точки пересечения с какою-нибудь 
плоскостью
Ах —1~ By —[— Cz —|— D =  О,
мы получим для X уравнение 3-й степени. Разрешая указанные выше уравне­
ния относительно аХ3, аХ2, сХ, а, мы 'получим:
агХ3 =  AqX -|- Boy -j- CqZ -J- D§t EE Mo, 
сХ2 =  Axx  —j- Byy -}— CyZ —j— Dyt —r Uy, 
cX =  A2x  —J- B^y -j— C2z -j— D2t zzz «2»
/ G — AqX - f -  B$y - j -  CqZ - j -  D%t EE Uq\
/
наконец, исключая из этих уравнений с и X, мы найдем, что данная кривая 
лежит на каждой из поверхностей 2-го порядка:
UqUq — ltyU.2,
Щи2 =
и£ =  щщ;
каждая пара этих поверхностей имеет общую прямую. Так, первая и вторая 
поверхности имеют общую прямую ио =± 0, щ — О; первая и третья имеют 
общую прямую «2 =; 0, н3 =  0; вторая и третья имеют общую прямую и1 =  О,
U2 =—* 0.
Каждое из уравнений (а) содержит шесть существенных параметров; в са­
мом деле, например, в первом из них излишне требовать определения каждого 
из коэфициентов Ьх и а2 в отдельности, достаточно знать лишь разность их; 
кроме того, это уравнение однородно относительно аь Ьх—\а2, сь db b2, с2, d2. 
Поэтому мы можем сказать, что пространственная кривая 3-го порядка, вообще 
говоря, определяется шестью точками.
3 2 0
Ответы и решения упражнений.
К главе ХИ.
576, Подставляя поочередно координаты данных точек в общее уравнение 
линии 2-го порядка, мы для коэфициентов уравнения искомой линии получим 
условия:
4 «ц — 4<z13 -j- а33 — 0, «22 2«23 4~ ^зз — О»
9«ц -f- 6«13 -р азз =  0, 4«22 4~ 4^ 23 +  «зз =  0.
16Лц +  24«13 4- 9«22 +  %а\3 4" ^«23 4" 3^3 1=3 0. .
Определяя из первых четырех уравнений входящие в них коэфициенты 
через Язз, получим:
а11~ — "q а33> а22~ 2 азз>
2«1з =  «g- «33, 2^ 23 =  у  %>
после чего из пятого уравнения найдем:
2#12 =  “о *зз-
Подставляя все найденные значения коэфициентов в общее уравнение и со­
кращая его затем на а^, получим уравнение искомой линии в виде:
* 2 , ху У2 , х
6 3 2 +  б 7 - Ы  =  °-
%
что после освобождения от знаменателей дает уравнение в тексте.
577. Коэфициенты уравнения линии, проходящей через рнять заданных 
точек, удовлетворяют условиям:
аи 4~ 2«12 4" «22 Н* 2« 1з 4- 2«23 +  азз =  О,
«И 4“ 2 «12 4" а22 — 2«13—2«23-{-«33 =  О,
4«ц — 8«ia 4~ 4«22 4~ 4«13 — 4 ^  4- азз =
9 « и  —  1 8 « 1 2  4 “  9 « 2 2  —  $ а 13 4 *  6 « 2 3  4 "  а 33 ~
4«ц 4“ 12«12 4- 9«22 4 ” 4«1з 4~ 6«2з 4- азз =  9*
 ^ ,
Из двух первых сейчас же следуют соотношения:
а 11 4 ” 2«12 +  «22 +  «33  —  9>
д1з 4" аш — 0;
упрощая остальные с помощью предыдущих, получим:
1 6 « } 2  4 ~  $ « 2 3  4 "  3 « з з  =  О,
9 « i 2  4 -  З д ,13 4 -  2 « з з  =  О,
4«i2 4~ 5^22 — 2«13 — 3#зз =  0.
Из этих пяти соотношений легко выразить все коэфициенты через а 33, и 
тогда уравнение линии, проходящей через пять заданных точек, найдем в виде
16л:2 +  5 *у — 9уг -\-х—у — 12 =  Or
легко далее проверить, что координаты шестой точки этому уравнению удов­
летворяют. ‘
579. Преобразованное уравнение должно иметь „вид:
5;г2 4- Sxy +  3 v2 4- « 33 =  0:
21 Зак. 2193.— Бгошгено С. С . 0
свободны й его член определится из условия инвариантности дискриминанта:
или
5 4 5 5 4 0
4 3 — 6 — 4 3 0
5 — 6 — 400 10 0 азз
Следовательно, искомое преобразованное уравнение будет:
Ъх2 +  8ху +  +  95 =  б.
580. Дискриминант из всех коэфициеитов данного уравнения будет:
так как он отличен от нуля, то данное уравнение изображает линию, не рас­
падающуюся на пару прямых.
581. Если уравнение изображает пару прямых, то его дискриминант дол­
жен обращаться в нуль:
откуда
0 3 5
3 — 3 - 4 =  о,
5 - 4  . т
т  = — 5•
582. Передвинем начало координат в точку ML, сохраняя направления 
осей; в таком случае координаты точки М2 относительно новой системы будут:
=  х хь У  =  У'2 — л
Расстояние точки М% от нового начала Л+ определяемое формулой (17)
d2 =  х/2 +  у '2 +  2х'у' cos <л,
и будет расстоянием двух заданных точек и М2; заменяя в предыдущем 
выражении координаты хг и у' их указанными значениями через старые ко­
ординаты, окончательно получим:
d2 =  (*2 — хг)2 +  (у2 — yxf  -}- 2 (х2 — xt) (у2 — у{) cos о».
584. Для оси Ох угол 0 =  0, поэтому ее угловые коэфициенты будут:
mr =  1, п' — 0;
для оси Оу угол 0 =  следовательно:
mf/ =  0, г
588. Условия пропорциональности коэфициеитов данного уравнения коэ- 
фициентам общего уравнения окружности, взятого по отношению к прямо­
угольной системе координат:
ха +  yi — 2ах — 2by-f ф  +  63 1_ Г2 — 0,
дадут нам соотношения:
Г —2д_ — 2 Ьat +  P  — rS 
1 ~  —4 6 — 3
t
3 2 2
и л и
2 а  =  4,
— 2 b =  6,
а- -\- № — г2 =  —3,
откуда найдем координаты центра'данной окружности;
н ее радиус
г
589. В каждом из данных случаев вычислим дискриминант старших чле­
нов и дискриминант из всех коэфициентов; их значениями и определится тип 
линии:
1) о — П, Д =  — 196; нераспадающаяся линия эллиптического типа (эллипс).
2) 5 < 0 , ДфО: нераспадающаяся линия гиперболического типа (гипер­
бола).
3 )  5 < 0 , Д — 0; распадающаяся линия гтперболического типа (пара не­
параллельных прямых).
4) 5 =  0, Д ф 0; нераспадающаяся линия параболического' типа (пара­
бола).
5) 5 =  0, Д =  0; распадающаяся линия параболического типа (пара парал-~ 
дельных прямых).
6) о > 0 , Д =  0; распадающаяся линия эллиптического типа (пара мнимых 
прямых).
7) о =  0, Д =  0; пара параллельных (совпадающих) прямых.
590. Угловые коэфициенты асимптотических направлений данной линии 
определяются уравнением:
6 - f  k — 12£2 =  0,
откуда kx — 
будет:
Следовательно, тангенс угла этих направлений
591. Угловые коэфициенты kx и &2 асимптотических, направлений опреде 
ляются уравнением:
#11 -\- 2a^k -|- о.2ф- — 0; (26/]
тогда по свойству квадратного уравнения:
+ & = - 2 a i a k{k2 =  —
а22 а2г
Условие перпендикулярности двух направлений, отнесенных к косоуголь­
ной системе координат, пишется в виде:
1 -f- (&i -f- #2) cos о) -j- k\k2 — 0;
подставляя сюда найденные выше значения для суммы н произведения угле­
вых коэфициентов асимптотических направлений, мы получим условие пер­
пендикулярности последних в виде соотношения:
ац — 2а& cos <*> ~j~ =  0.
Нетрудно видеть, что для данной линии это условие выполняется, ибо:
5 — 22 cos j  +  6 =  0.
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592. Координаты искомых точек пересечения определятся уравнениями:
— 2*2 3*5+  ху +  6у2 +  14л- +  Ту — 27 =  О,
— 2.v2 -J- ху  -|- б\у- =  О
или, что то же самое, равносильными им уравнениями:
— 2 л:2 +  ху  +  6у2 =  О,
Ых +  7у — 27 =  0. («)
Решая первое из них относительно отношения — , мы получим:' X
х± 3 ’ х2 2 *
откуда с помощыр-'Второго из уравнений (а) найдем:
81 27
*1
ЛГ2 =
28 * 
54
35 ' 4>2
14 ’
27 
35 ’
Каждая из указанных прямых сверх того пересекает данную линию в бес 
конечно удаленной точке.
593. Угловой коэфициент хорды, делящейся в точке (л ;^ пополам, опре 
делится по формуле:
Fx<
k =  -  1F
в данном случае он будет:
k —
\
594. Для первой точки
ki =
У\
х — у  — 4 _
*  +  5^ +  8 /^ - х  17
у-2
Ах — 6у -j- б
— бдг+ Ту— 1 / ж=2
2/ =  1
для второй точки ^2 =  0, для третьей Ц 
595. Координаты центра будут:
со.
596. 1)
х  =  — 41, V =  — 18.
х — 74 7 ’
45
2) бесконечно удаленная точка;
3) прямая центров, изображаемая уравнением:
Ах +  10у — 9 0;
13 __ 41
25'' у  ~25; заданное уравнение изображает пару прямых;
5) прямая центров, изображаемая уравнением: х-\-у  — 5 =  0; заданное 
уравнение изображает пару совпадающих прямых.
597. Уравнение каждой из двух прямых в отдельности, на которые распа­
дается линия, определяемая данным уравнением, можно составить как урав­
нение прямой, проходящей через центр линии и имеющей одно из асимпто­
тических направлений. Угловые коэфициенты асимптотических направлений 
найдутся из уравнения:
12-Ь-ИЛ — 5Л* =  0;
они будут kx =  3, k2 — Координаты центра определятся
12.к +  -у-у
из уравнений:
они имеют значения:
И х  — Ъу +  16 — 0;
Теперь уравнения искомых прямых напишутся в виде:
или
З х —у  -}- 5 =  0,
4х +  Ъу — 7 =  0.
Нетрудно проверить, что левая часть уравнения данной линии является про­
изведением левых частей найденных уравнений.
Тот же результат можно получить и немного скорее; в тексте было пока­
зано, что уравнение распадающейся линии может быть приведено, к виду (34); 
это же последнее можно разрешить относительно отношения F x : F y> и тогда 
уравнения прямых, на которые распадается данная линия, получатся' в виде
F x +  у =  0,
Fx  4 “ ^2F у — 0,
где kx и k% — угловые коэфициенты асимптотических направлений.
Итак, в нашем случае уравнения искомых прямых будут;
(12* +  ^ - - ^ )  +  8 ( У * - 5 у + 1 б )  =  а  
(12^ +  ^ - 1 ) - 4 ( ^ - 5 у + 1 б ) = 0 ;
их легко привести к тому же виду, в каком мы Получили эти уравнения пер^ 
вым способом.
598. В каждом случае мы сначала вычислим дискриминант из всех коэфи- 
циентов; при обращении его в нуль линия распадается; уравнения самих пря­
мых,на которые распадается данная линия,, в*первом случае найдем,-спосо­
бами, указанными в решении предыдущей задачи:
1) А = 0, (5* — 2у — 3) (лг -J— Зу — 4) = 0.
2) Данное уравнение можно представить в виде:
(х 4- 2 y f  — 2 (х +  2у) — 8 =  0,
следовательно, его левая часть может быть разложена на множители:
(*+ 'gy . +  2 )(* +  2 > - 4 )  =  0;
ч
уравнение изображает пару параллельных прямых.
3) В этом случае уравнение представится в виде:
(3* + 2у)» + 6 (3* + 2у) + 9 = 0
или же
(Зх +  2'у +  3)2 =  0;
следовательно, оно изображает пару совпадающих прямых.
599. Согласно разъснению в тексте надо подсчитать дискриминанты Д и 8; 
тогда преобразованное уравнение напишется в виде (35), где свободный член 
определяется: по формуле (36).
1) о =  5, Д =  — 40; х2 +  4ху +  9у2 — 8 =  0;
2) 8 =  —  13, Д =  4 0 8 ;  3 x 2  _  g x v  +  у2 —  31 =  0 ;
3) 5 =  — ^ ,  Д =  1 285; 6** — 7*у — 20у2- ^ ^  =  0.
600. Ответ:
2л: — ^  +  & ( —  х  +  1) =  0.
601. На основании формулы (29') получим:
Зж~ j y + 4 - j ( — j * + y )  =  °
или же
28х — 19у +  24 =  0.
602. Диаметр
6Х -  J  у +  1 +  k (  -  i  *  +  1 +  2)  =  0
проходит через точку (1; — 2), если координаты последней удовлетворяют его 
уравнению, т. е. если
16 576 =  0,
32откуда k =  ^ . Поэтому уравнение искомого диаметра будет;
36х +  29у +  22 =  0.
603. Уравнение пучка диаметров будет:
х ~2 У k х  — 2у +  3  ^= 0  
или
(2 +  к) х +  (1 —Щ у  +  (4 +  Щ  =  0.
1
Для диаметра, параллельного оси Ох, имеем: 2 +  кг =  0 или Л' =  — 2, сле­
довательно, он изобразится уравнением:
9^ — 8 =  0.
Для диаметра, параллельного оси Оу, необходимо 1— 46" =  0 или 
ka =  ~  , следовательно, его уравнение будет:
9лг -j- 22 =  0.'с
604. Возьмем уравнение диаметра по формуле (29):
т  (4х -}— 4у — 9) +  п (4х -}- 1 \у +  5) =  0;
если он делит пополам хорды, параллельные оси Ох, то т '  =  I, « ' == 0, и его 
уравнение будет;
4х -f- 4у  — 9 =  0;
если он делит хорды, параллельные оси Оу, то т п *= 0, л" =  1, и его уравне­
ние примет вид:
4 * +  11у +  5 =  0.
3 2 6
605. Для эллипса:
xL. +  hL 
< ь-
для гиперболы:
ал
х 
а2
=  0>
ky
Ъ* —  о,
наконец, для параболы:
- р +  ky =  0.
606. Из условия сопряженности:
7 +  4 (Л +  k') +  ISkkT =
при /г =  — jj- найдем:
4 *
V =
607. Если диаметр
13
14'
(5дт +  3^4-5)+^(Здг +  И^ +  4) =  0 ‘ (*
проходит через точку ( 1 ,— 2), то координаты последней удовлетворяют его 
уравнению, следовательно:
4 — 15/г =  0,
4откуда k ~  это и будет угловой коэфициент сопряженного направления. 
Угловой коэфициент самого диаметра (а) будет:
5 +  3k 87
3 + Ш  89'k' =  —
608. Для эллипса или гиперболы условие сопряженности будет:
1
а2 &
609. По формуле:
k __ «и _  £ i2
найдем:
аг о (lijO
k = 5 *
610. Уравнение пучка диаметров данной параболы будет:
/ 9.v — 15у -{-■ 9 +  ^ ( — 15а' +  25у 4  6) =  0.
31) Если диаметр проходит через точку (1; 1), то k — — и его уравне­
ние будет: Зх— 5у 4-2 =  0; для параболы можно было бы не пользоваться этим 
общим приемом, применимым для любых линий 2-го порядка; в самом деле, 
угловой коэфициент диаметра параболы равен
аи 
d{ 2 15
3_
5 ’
и диаметр в данном случае проходит через точку (1 ; 1), поэтому его уравне­
ние будет -
V— 1 =  § .< *— 1)
или поирежнему:
Зх — Ьу 4" 2 =  0.
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1 , изобразится урав-2) Диаметр, сопряженный хордам направления k — 
пением;
Зх — Ъу +  — 0.
3) Угловой коэфициент хорд, перпендикулярных к сопряженному им диа­
метру, определится из условия:
к ___ J ___ __JL
k '~  з ’
з
где kf =  -=■ угловой коэфициент диаметров данной параболы; поэтому уравне-О г
ние диаметра, перпендикулярного к сопряженным хордам, 63'дет:
Зд: г 3 Л=  о-
4) Угловой коэфициент хорд по данному условию определится из соотно­
шения:
3
5~  — k
k 4 ’
откуда k — \, следовательно, искомый диаметр изобразится уравнением:
Зх — 5у — ~  =  0.
611. Угловые\коэфициенты сопряженных направлений связаны для данной 
линии условием:
2 — - |  (*  +  *') +  * * '  =  0;
эти направления составляют между собой заданный угол, если:
kf — k 2 
1 +  kk'  “  9 * .
Решая полученные уравнения совместно, мы найдем две пары сопряжен­
ный направлений:
* ,  =  |  , =  3.
. _  3 . 7
*2 —-4 . *2 — g--
612. Аналогично предыдущему мы составим два уравнения:
1 4.2 (*-)-*') — 5**' =0.
1 +  kk' =  0; 
решая их, найдем одну пару сопряженных и ортогональных направлений:
k' =
26
— 3 — У13
ибо другое решение:
k = У13 3 - /  / 1 3
дает ту же пару, как и первое.
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о т к у д а
6 1 3 .  У р а в н е н и е ,  о п р е д е л я ю щ е е  у г л о в ы е  к о э ф и д и е н т ы  г л а в н ы х  н а п р а в л е н и й ;  
д а н н о й  л и н и и ,  м о ж е м  с р а з у  н а п и с а т ь  п о  ф о р м у л е  ( 3 7 0 :
6k2 — 5k — 6 =  0,
. 3 , 2
*1 = 2 * .  Щ ~  —  - д  •
П о  ф о р м у л е  ( 3 7 )  у г л о в ы е  к о э ф и д и е н т ы  г л а в н ы х  
1 \
c o s - g  ) д о л ж н ы  о п р е д е л я т ь с я  и з  у р а в н е н и я :
1 - 1 ) * з + < 1 - 1 ) *  +  ( 1 -  i )  =  0,
к о т о р о е  в д а н н о м  с л у ч а е  о б р а щ а е т с я  в  т о ж д е с т в о ;  с л е д о в а т е л ь н о ,  г л а в н ы е  
н а п р а в л е н и я  д а н н о й  л и н и и  н е о п р е д е л е н н ы ,  т .  е .  л и н и я  о к а з ы в а е т с я  о к р у ж н о ­
с т ь ю .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  д а н н о е  у р а в н е н и е  м о ж н о  н а п и с а т ь  в  в и д е :
614.
C O S  СО =
направлений:
X . 10Д2 (  20\2 .. . /  . 1 0 \ /  20\ 100 Л+  з )  +  V - j )  + 2( *  +  T ) \ ? — S ) c ° s  — -gr^O ,
п о э т о м у  о т н о с и т е л ь н о  д а н н о й  к о с о у г о л ь н о й  с и с т е м ы  к о о р д и н а т  (cos  о >  =
о н о  и з о б р а ж а е т  о к р у ж н о с т ь  р а д и у с а ,  р а в н о г о
10
' __ 1 0 .20\
/ 3 '
с ц е н т р о м  в  т о ч к е
3 ’ ЗУ
618. 1) Характеристическое уравнение будет:
3 — 5 2
5 — 5
=  0
и л и
откуда
s2 —  8 5  - J — 1 1  = =  0 ,
Sx =  4 —}— у ь , 52 — 4 — "У 5.
Угловые коэфидиенты главных направлений могут быть найдены, например, 
с помощью первого из уравнений (38):
3 —  5 —}~ *2k =  0,
где поочередно 5 мы должны принимать равным одному из найденных значе­
ний. Таким способом мы получим:
*1 =
1 +  ^ 5  1
о » к 2 —
У5
2
2) 5t — — 8, 52 =  2; kx =  — 3, k2 =  у  .
13) 5i =  0, 52 — 5; k{ = <*1 » k* — 2.
5 а = 1 ;  у г л о в ы е  к о э ф и д и е н т ы  г л а в н ы х  н а п р а в л е н и й  н е о п р е д е л е н н ы *  
( о к р у ж н о с т ь ) .
619. 1) 52— ^|^5 — 20340 =  0, sx =  270, 5а = - ™ г
15
17
19
1^ i t » 2^ j cj ♦
2) «2 — ^  +  ^  =  0, 51 = 28, «а =  - | ;
=  — - j  , *з =  7.
3520. Ось параболы изобразится уравнением:
5л: +  10у — 6 =  0.
621. Главная ось линии есть один из диаметров, изображаемых уравнением
F  х  -f- k F у  =  0,
где Л — угловой коэфициент другого главного направления, определяемый 
.уравнением (в прямоугольной системе координат):
#11 — 5 — а\Ф — 0.
Исключая из этих уравнений £, мы получим уравнение осей в виде:
Fx F v 
х = 0 ,
#ll S #12
тле s  мы должны поочередно заменять корнями характеристического урав­
нения. Применим эти соображения к данным случаям:
1) $! =  3, s2= 7 7 , поэтому для первой линии уравнения осей будут:
1
;или же
5лг+ 12у.— 18 2
12* +  75у +  3 12
5лг +  12^ — 18 — 72 
12r-f75y  +  3 12
6.v — у  — 37 =  0, 
х  +  6у =  0.
2) ^  =  20, sz=  —6, поэтому для второй линии уравнения осей будут:
7 х +  \Зу +  2\ ■- 1 3
=  0 и
7х +  13.у +  21 13
13л; +  7у 13 13лг 7у  13
31 л и же
x + - y + S = 0 ,
'  — х  +  У  +  1 2 =  о .
622. Угловой коэфициент касательной в данной точке линии будет:
*  /
/  Зл: — 6у +  4 \  
V — бх +  Ьу +  з )
623. Уравнение касательной будет:
# 4 - 2  =  0.
а?~з
У ——2
624. Если данная прямая касается заданной линии, то уравнение этой 
прямой должно быть тождественно с уравнением (41') касательной в некото­
рой точке fo ; ух). Поэтому координаты (х^ у^  точки прикосновения должны 
удовлетворять уравненйю самой прямой
м условиям;
1
13дг, — 16 — 0
_  Fjh_ 
13 1 — 16
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йли же условиям:
xi 4" ~2 yi +  4 ~2 xi + Л  — 3 4х1 — Зу± 3
_  =  j =  =ГТб ’
Нетрз'дно убедиться, что все эти уравнения удовлетворяются при дг =  1, 
v — 3; таковы будут, следовательно, координаты точки прикосновения данной 
прямой к заданной линии.
Можно воспользоваться и следующим соображением: если прямая касается 
линии, то она должна ее пересекать в двух совпавших точках. Решая сов­
местно уравнения данной прямой и заданной линии, мы получим координаты 
точки соприкосновения: х =  1, у =  3.
625. Угловой коэфициент искомой касательной должен быть одинаков 
с угловым коэфициенгом заданной прямой, поэтому:
_ 5 л : -|- Зу -f 2 _
Злг +  7у
решая это уравнение совместно с уравнением самой кривой, мы найдем ко­
ординаты точек прикосновения двух касательных:
о 1. 12 7х\ 2, ух — 1, х% 13 ' 13 *
Соответствующие касательные изобразятся уравнениями;
У— 1 -5(лг +  2),‘
У +  Т з**5 ( х 237
иля же
5л:
826. Для эллипса:
5 л :  —  у  —j- 11 —  О,
6 7  л
--у -  13 =  ° ’
для гиперболы:
для параболы:
Хх< . Уу, 
Ь2 1 = 0 ,
-У-ti Уу1 . 0
д2 Ь! ' 1 -  и’
627. Условие касания будет:
Уу.1 =  Р ( Х - { -  X t).
ИЛИ
1 1 0 и2
1 0 —  1
У
•
V
0 -- 1 0 W
и V W 0
“ 3 + 4
w 2 - - 2vw +  *
0
uw =  0.
S '  Л
626. Тангенциальное уравнение будет:
1 199 t t
2 2 14 г/
1 1 12 4 д а
м д а 0
=  0.
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или
31 и2 +  12v2 — 32 w2 — 68av — 48 uw -}- 40vw =  0. 
Если касательная проходит через точку — 5), то ее2 ’ координаты
и : v : ШЯШяжны быть связаны соотношениями:
—и— 5v +  =  0;
решая это последнее уравнение совместно с тангенциальным уравнением ли­
нии, имеем два решения:
а1 _
"б ~  Т  “  - ^ Т о  ’
V$ __ Щ .
2 1 0 ’
и следовательно, получим две касательные:
блг +  3'— Ю =  0,
2х +  v =  0;
первая из них, как нетрудно убедиться, касается кривой в точке (2; —2), 
вторая же в точке ( — 1; 2).
629. Для эллипса: а2а2 -f- b2v2 — w2 — 0, для гиперболы: а2и2 — b2v2 — w2 =  О, 
для параболы: pv2 — 2uw — §.
630. По формулам, указанным в конце § 13, координаты точки прикосно­
вения определяются в виде:
*1 _  ' У\ _  zi
■ ■ 2и — 3v — Зи +  v +  w v +  w  ’
где надо принять и =  1, v =  3, w =  1. Итак:
=  —Й.
— 7, 1 4 '
§31. Угловые коэфициенты асимптотических направлений будут k] — 3, 
1k1=  — -у, поэтому уравнения асимптот напишутся в виде:
(3 * +  4у +  3) +  3 (4 * — Зу +  6) =  0,
(Зх -|- 4у -}- 3) — i  (4х —ДУ -J- 6) =  0, _
или же
15* — 5у 1|-21 =  О,
5лг +  1 5 ^ + 3  =  0.
632. По формуле (48) получим:
,  >■ " /
6 х  4у ~Ь 7^ — 11 (^2 х  "Г 4У +  ^  ( б *  +  2“ У
/ 11 *'\2 
+  4 6^лг%(- -у-У ~ fb j ^  0
или по упрощении:
6*2 4-11 ху  _)- 4у 2 _  Юх +  14jr — ~ 6 =  0.
633. Угловые коэфициенты асимптот будут:
3 3 2
поэтому тангенс угла между асимптотами равен:
tg<P =
- ! + ■
■+4
\
5
634. Угловые коэфициенты асимптот из уравнения:
#п -f- 2ank -}- — О
найдутся в виде:
#12 "— У — & . “ki = #12 +  У  — 5
поэтому
#22 #22
&2 — 1^ _2 У о
635. Ответ:
1 +  1^^ 2 #11 +  #22
636. Ответ-.
Х2~ Т +  ^ - 2 х - у
£? _  + Jf _  ?5 _ Я2Г + 1 = о
а *  а Ъ ^  № а
637. Условиями того, что линия касается каждой из осей координат, будут 
соотношения:
#И#33 — #182 =
#22 #33 — #232 — 0; («)
сверх того линия проходит через три заданные точки, поэтому
16#ц +  48^12 -)~ 36аг22 ~Ь 8а13 4~ 12«2з ~Ь #зз =  
§#11 “Ь 48^ 12 4* 64^ 22 ^  -f- 16^ 23 4* #33 =  0,
#it +  12#i2 -{- 36^ 22 -f* 1 4 -f* 84^ 23 ~h 49#33 =  0;
( ? )
все эти уравнения мы и должны разрешить относительно отношений пяти 
коэфициентов к шестому. Чтобы удовлетворить два первых уравнения, поло­
жим:
£и __ £13 _
#13 #зз
и,
или же
#22 _  #23 _
#23 #33
#11 ~  # 2#33* #13 ~  ##зз»
#22 ~  *#2#33> #23 =  *'#33-
Подбавляя эти выражения, в уравнения (Э), получим:
16и2 +  48^-3 +  36»а +  8и +  12® +  1 =  0,
#33
9Ф +  48—  +  64#2 +  6н +  16# 4 - 1 = 0 ,
#зз
и2 4 - 12^  +  36#2 +  14н 4- &4# 4 - 49 =  0.
#83
\
Исключим из этих уравнений отношение — .тогда:
#зз
7«2 _  28t»2 4, 2и — 4tv =  0,
4н2 — 36г»2 — 16м — 108# — 65 — 0;
(Р ')
(?")
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левая часть первого из этих уравнений распадается на два линейных множи­
теля в виде:
(1и +  Ш  +  2) (и — 2*0 =  0;
таким образом система уравнений (р") распадается на две отдельных системы, 
именно систему:
и -f~ 2v -f* -у — 0,
4 и- — 36*>2— 16 и — 108*; — 65 — 0,
и систему:
и — 2v =  0,
4в? — 36*>2 — 16и — 108*; — 65 =  0.
Решения обеих систем дадут нам:
=  — h «4 == — 13,
1 13
и мы получим четыре уравнения линий, удовлетворяющих поставленным 
условиям:
1) 841x2 — ^ у 2 +  406х — 217у - f  49 =  0,
2) 289x2 — ^  ху +  ^  у * +  238х — 1 ЗЗу +  49 =  0,
3) x 2 - i - x y + l y 2 - 2 x - y + l  =  0,
4) 169x3-?|?xy +  i|?y2  —26х— 13у+1 =  0.
638. Свободный член преобразованного уравнения определится из условия 
равенства дискриминантов прежнего и нового уравнений:
откуда
1 — 2 ~-4 . 1 -- 2 — 1
— 2 3 3 — _2 3 — 2
— 4 3 , 0 — 1 -- 2 «88'
аяз' — — 6.
Координаты нового начала можно определить по заданным коэфициентам 
членов с первыми степенями координат в новом уравнении [см. § 2, фор­
мула (9)]:
-  1, Fyi =  — 2
или
хх — 2ух — 4 =  — 1,
— +  Зу* -|- 3 =  — 2,
откуда
=  1,
639. При условии, что дискриминант данного уравнения обращается в нуль:
АА' АВ' +  А'В — Х АС' +  А'С
АВ' +  А1 В — X ВВ' В С '+  В'С
АС' +  А'С ВС' +  В'С
2
0, Х-2 =
с с '
=  о,
(ЛС' — Л'С) (ВС' — В'С)
СС'откуда
Очевидно также, что данное уравнение изображает пару прямых и в слу­
чае, когда == 0.
кз
640. Разделением уравнения на старший коэфициент оно должно приво­
диться к каноническому уравнению окружности, поэтому:
1 _  — 2а _  — +  — г 2
L~~ Р ~  Q ~  S *
откуда
h _  _  Q_ P2+ Q 2~  4 SL
“  2V ~  ^  *а =
Р_ 
2 L * 4L2
641. В общем полярном уравнении линии (25) (см. § 5) мы должны принят 
1) для хорды, параллельной оси ох:
т !  =  1, я! — 0,
тогда длины отрезков хорды определятся уравнением:
г IаиР2 +  Xlp +  2 Ft =  0, р2 =- Ж .
2) для хорды, параллельной оси оу:
т "  — 0, п "=  1,
тогда длины ее отрезков найдутся из уравнения:
«п
«22Р3 +  2F р +  2F( =  0, р“ =  ^
отсюда получим:
2fj
«23
t 1
Pi >°2 «22
«Иft НPi Р2
643. Нетрудно установить, что линия 2-го порядка, проходящая чере& 
четыре данных точки, будет изображаться уравнением:
+  2а1гху +  ----+  +« 1«2 ыь1и2
где коэфициент а12 остается неопределенным, так как через четыре данных 
точки можно провести бесчисленное множество линий 2-го порядка.
Исключая коэфициент из уравнений, определяющих центр какой-либо 
из этих линий:
« 1«2 +  а12У — -о
а12Х+~ьк
1
2
1_
2
-L +  2 -
«1  «2
=  0,
k + ~ k ) ~ 0.
мы получим уравнение:
* а У2
а 1а 2 Ъ\Ьъ 2
1 у  == О
искомого геометрического места центров  ^всех линий 2-го порядка, проходя­
щих через четыре заданных точки. •
644. Главные направления линии, распадающейся на пару прямых, очевидно* 
располагаются по биссектрисам этих прямых, ибо две биссектрисы пары пря­
мых взаимно перпендикулярны и хорды, параллельные одной из биссектрис* 
другой будут делиться пополам.
645. Ответ:
' (А'х +  В'у +  С') (А”х +  В"у +  С") —
=  0.
3 3 5
К главе ХШ.
646. Покажем, как преобразуется уравнение (8) указанной заменой коэфи- 
циентов т  и п. Возьмем прежде всего коэфициент N; после замены он примет 
вид:
N =  трх, +  пРш
(х — лг,) / +  +  (у —yl)Fyi
добавим и вычтем в числителе (при z =  zi — 1) равные выражения zFZi и 
z\FZx, тогда:
N=z (xFx, + У FVl +  zJ j)  -  +  +  ZjF,)
Р
или
; * - £ = 3 5 . '
Р
Развернем теперь выражение рШ, оно будет:
рШ =  ап (х — * х)2 +  2а12 (х — л^ ) (у— У1) +  «22 (У —Л)2 =
=  (апх- -|- 2ал.усу +  а22у-) +  («ц*12 +  2 +  апУг‘) —
—  2 ( a u x x t  +  а п  х у [  +  х у  +  a i2y y x)\
дополним первую скобку правой части членами 2alsx +  2а^у +  вторую же 
•скобку — членами 2а13хх +  2а^ух +  Лзз> а затем вычтем обе эти суммы; тогда, 
легко видеть, получим:
РШ  =  2F +  2 Fx — 2 Р,
Теперь по умножении на р2 уравнение (8) примет вид:
(Р — 2Fxf  — 2Fx (2F  +  Щ  — 2Р) — О 
или после упрощения:
Р2 — 2FX*2F — 0.
647. Составим прежде всего половины частных производных от левой 
<части данного уравнения и определим их значения и значение левой части 
уравнения для координат данной точки:
Fx =  x + y  — 2, - 1 + 2 - 2 =  — 1,
Fу — х 3у ** 3, — 1 + 6  — 3 =  2, =  1;
Fz =  — 2х — Зу,* " 2 — 6 = - 4 ;
теперь находим сначала: .
> Р =  — х + — 4,
-а затем и самое уравнение искомой пары касательных в виде:
(— х -\-2у — 4)2 — (г2 +  2ху +  3_у2 — 4х — 6у) — 0
или
— блгу+у2 +  12лг — 10у +  16 =  0.
Дискриминант Д из всех коэфициентов последнего уравнения обращается 
в нуль, что подтверждает, что уравнение изображает пару прямых; представив 
это уравнение по указанию* данному в § 8 согласно формуле (34), в виде:
(Fx? + S F xFy =  0,
где 2F — левая часть полученного уравнения пары касательных, мы получим 
раздельно уравнения искомых касательных:
—„V-1-2 =  0.
бх—у  8 =  0;
произведение их левых частей действительно дает полученное выше уравнение 
пары этих касательных.
3 3 6
или
или
или
648. Ответ:
1) (ж +  5у -f- 1 )2 — 3 (Зх2 -J- 4ху -f- 7у2 — 4^ +  1) =  О
4х2 +  ху — 2у2 — 1х—Ъу-\-\ — О.
2) (лг +  8у — 12)2 — 6(х2 +  10*у +  .у2 — 8х +  2у_+ 3) =  О
— 5 л:2 — 44 ху +  58у2 +  24л: — 204у +  126 =  0.
3) (8л: +  5у +  14)2 — 32 (л:2 +  4ху +  у2 +  6л: +  2у +  9) =  О
32л:2 — 48лг_у — 7у2 +  32л: +  7 6у — 92 =  0.
649. Уравнение пары касательных будет:
( 5 л;  —у — 8)2 — 5 (л:2 — Зху +  8_у) =  О 
или
20х2 +  20 ху -f у2 — 80л: —24у +  64 =  0.
Для определения точек касания надо искать пересечение поляры:
5х —у — 8 =  0
с данной кривой; для пары этих точек координаты найдутся в виде:
_ _  4 (1 1 + 1 /5 ) .. .. _ . 4 ( - 3  +  5 У 5 )
*1 — 29 ’ У1 ' 29 1
4 (1 1 -  Y 5) .. __ 4(— 3 — 5 У  5)
2“  29 ’ У2 29
657. Пусть четыре луча a, b, c,d изображаются соответственно уравнениями:
а ~  0, v =  0, и — kv — 0, и — k'v — О,
тогда по предыдущему их ангармоническое отношение имеет значение:
(abed} = k
F e
Пусть далее какая-нибудь прямая в пересечении с этими лучами дает со­
ответственно точки А, В, С, D; луч (с), пересекая отрезок АВ в точке С, раз­
делит его в отношении: ,
подобным образом
АС ' %— kvi
СВ и2 — kv2 ’
АР __ __ щ — krvx 
DB ~~ а2 — k'v2 ’
тде иъ vh v2— результаты подстановок координат точек А и В в левые 
части и я v уравнений прямых (а) и (Ь).
Но точка А лежит на луче#н = 0 , поэтому «1 =  0, по аналогичной при­
чине v2 =  0, в таком случае:
A £ _ . v L AD _  Vj 
СВ ~  и2 ’ DB и2’
откуда ангармоническое отношение четырех точек получит значение:
АС AD £
СВ 1 DB~~ k' V
т. е. то же самое, что и ангармоническое отношение четырех перспективных 
лучей.
658. Три данные прямые, как не проходящие через одну точку, образуют 
треугольник; назовем его треугольником АВС, Четвертая прямая HN пересечет 
по крайней мере две из сторон треугольника на конечном расстоянии (черт. 
190); пусть она пересекает, например, сторону ВС в точке L.
22 Зак. 2193. — Бтошгенс С. С.
Уравнение прямой AL, как проходящей через точку пересечения прямых 
J =  0 и y =  0, напишется в виде:
р — тщ — 0;
в таком случае уравнение прямой HN, как проходящей через точку пересе­
чения прямых ВС (а =  0) и AL, будет вида:
р —  ТЩ —  Па — 0.
В
Черт. 190 Черт. 191.
Меняя обозначения коэфициентов m и п, именно полагая п — — — ио
Сm — — у ,  мы получим для прямой HN уравнение:
аа -j- Ь$ -)- щ =  0.
* 661. Построение опирается на гармонические свойства полного четырех­
сторонника. Проведем из точки две прямых, из которых одна пересечет 
линию в точках А и В, другая же— в точках А' и Вг (черт. 191). Пусть далее 
прямые АА' и ВВТ пересекаются в точке Q, а прямые АВ' и А'В — в точке Р, 
тогда прямая PQ и будет полярою точки Мх.
В самом деле, если мы возьмем четырехсторонник Q A 'P B то каждая 
из диагоналей MLB и Мфг диагональю QP будет делиться гармонически в точ­
ках С и С'. Поляра точки М± должна проходить через точки С и С', а потому 
она и есть прямая QP.
Если прямая QP пересекает кривую в точках Т' и Т, то последние будут 
точками прикосновения касательных М{Г' и проведенных из точки щ.
664. Отпвёггп
Ъх— 9jy +  14 =  0.
Ч 4
665. Координаты полюса данной прямой найдутся из уравнений:
4х Зу -f- 4 _  Зх +  7у -f- 6 _  4х -f- 6у— 25 
~ 2 ~  — 5 “  —33 ;
' i  /
они имеют значения: *  =  1, у — —2.
666. Точки, полярно-сопряженные с точкой (—• 10; 2), находятся на поляре 
последней:
45* +  32у +  6 =  0;
чтобы найти ту точку, которая сверх того лежит на заданной прямой, надо 
предыдущее уравнение поляры разрешить совместно с уравнением данной 
прямой; так, мы получим: х =  2 , у  — —3.
667. Прямая полярно-сопряженная с данной прямой:
* + . у  —3 =  0.
должна проходить через полюс последней, координаты которого определятся 
из уравнений:
Зх — 5у +  3 _ — Ъх 4- 7у +  4 Зх +  4у
1 ~  1 “  - 3
17 3и будут иметь значения: х —— г-, у ~  — —. Теперь искомаяо Z
/ 1 7  3делится как прямая, проходящая через две точки ( —-g-; — 
уравнение будет:
4д: — 5у -f-1 =  0.
прямая опре- 
и (1; 1); ее
668. Поляра фокуса (с; 0) получится из общего уравнения поляры:
Хх
а2 +
Уу
Ьо 1 =  0
Л а2 апри подстановке х  =  г, у =  0, что даст: х =  —  или х =  — , а это и есть урав-с е
нение директрисы, соответствующей выбранному фокусу.
669. Две прямые:
и'х vry +  w' =;. 0, 
и"х +  v"y +  w" =  0
будут полярно-сопряженными относительно эллипса (см. упражнение 629)
а2и2 +  b2v2 — w2 =  0,
если коэфициенты их уравнений удовлетворяют условию [формула (15) § 5];
а2и'и" +  b2v'v" — w'w" =  0. (а)
Выразим теперь, что каждая из данных прямых проходит через фокус (с; 0)v 
эллипса, тогда: *
си' -f-w '= 0 ,
си" -f- w" =  0;
если мы с помощью последних соотношений исключим w' и Ф" из условия (а), 
оно примет вид:
(а2 __ с2) и'и" +  b2v'v" =  0
или
и'и" +  v'v" =  0,
а это и есть условие перпендикулярности двух выбранных прямых.
670. Две прямые:
и'х +  v'y -j- w'z ~  0, 
и"х -f- v"y +  w"z =  О
Jr
будут полярно-сопряженными-относительно данного эллипса, если они удовле­
творяют условию:
~>а2и'и" -f- b-v'v" — w'w" =  0.
Условием того, что две взаимно перпендикулярные прямые:
kx—y-\-(y1—kxl) =  0,
~ Т _ -У+ ( Л  +  Т ' ) = 0 ’
проходящие через точку (хх; .ft), будут, полярно-сопряженными, является 
соотношение:А
— а2 +  Ь2— (Л — кхг) ( л  +  =  О
22*
х г  У i2 +  Х1У± (k  с2 — 0;
это условие должно удовлетворяться при всяком k, поэтому:
ххух — 0, хх2-~ ух2 — с2 =  0.
Последние соотношения определяют два действительных фокуса на большей 
оси эллипса:
хх=  +  с, У1 =  °
и два мнимых фокуса на его малой оси:
хх =  0, ух— ZZ2 С1.
671. Для точки (хх, ^  асимптоты:
х
а
имеем соотношение:
xi __ У1 .
а
поэтому поляра этой точки:
Хх± Yyx
а2 1 =  0
может быть написана в виде:
хх f X
а а 1 = 0
Нетрудно видеть, что она действительно параллельна взятой асимптоте.
672. Координаты точек (хх; ух) и (х2\ у2), полярно-сопряженных относи 
тельно данной окружности, должны удовлетворять условию:
х1х2+ у 1у2 — г2=0;
преобразуем последнее соотношение,, переходя к полярным координатам и 
полагая (точки на одном радиусе-векторе):
тогда и получим:
A:1 =  p1cos0, jv'i =  pi s'n 0, 
* a =  p2cosO, _y2 =  p2SinO,
P1P2 =  r2-
673. Уравнение касательной ко второму эллипсу в точке (хь ух) будет:
причем
\
1
Полюсом этой касательной относительно первого эллипса будет точка (х) у ), 
координаты которой удовлетворяют условиям:
а£  __ V  _  — I 
х%_ ~~ У\. ~ — 1 ’
а # "  V
Исключая из соотношений (а) и (£) координаты хь у ь мы получим уравнение 
искомого геометрического места:
а22х2 , Ь22у2 1
это будет линия (эллипс), полученная из второго данного эллипса, полярным 
преобразованием относительно первого эллипса.
675. Ответ:
К главе XIV.
#11 +  #22 ~  #11 +  #22» 
“ #122 ~  #И#22 “
676. Дискриминант А7 представим в виде:
#1J #22 #122.
А7 — #i з (#12^ 23 #22#1 з) ~f" #23 (#12#13 #1 1 #2з) “Ь #33 (#1 1 # 2 2  а\%)'
Вычислим предварительно две первых скобки правой части; первая из них 
будет:
#12 а13
#2 2  #23
— (ап sin а—а12 cos а) cos а—(а12 sin а—я2зcos °0 sin а а1Ь cos а sin а
(atl sin а—а12 cos а) sin а — (а12 sin а — a^cos а) cos а— я13 sin а +  tf23cos а 
=  (а12 sin а — a  ^cos а) я13 — (ди sin а — а12 cos а) а^ =
=  (#12#13 — #11#2з) а -|- (%з#23 — #22#1 з) COS
аналогично:
/ г
#32 #23
11 Я13
—  (<7И COS а + ^ 1 2  s 'n  a )  sin а  -|- (й12 COS а  +  tf22 sin а )  COS а — tfi3S:n а  +  a$Q C C S a
(a n  co s а  +  л 12 sin a) c o s  a  - j -  (a12 cos a +  tf22 sin a )  sin а  я 13 cos a +  #23 sin а
=  (#12 cos а  +  a 22 sin а )  #13 — (an  cos a  -|- a 12 sin a )  a ^  =
= =  ( # 12#13 ~ ~  # 11# 2з )  C C S  a  - j -  ( # 22#13 '— # 12# к з )  S -H a .
А Подставляя эти выражения в дискриминант А7, теперь легко убедимся что 
■■■ ■
677. Преобразованное уравнение будет:
9 0 , 76 , 91 0 24 , 582 , 122 Л
25 •* "Г 25 ху ~^ 25 у~ 25 *  г  25 ^  +  5 ~ 0,
■V
теперь легко проверить вычислением, что соотношения:
\/ I
#11 #22* — #П ~Ь #22* #11#22> #32“ — #11#22 #123» ^  ^
выполняются.
679. По данному уравнению линии составляем
уравнение
ее характеристическое
91—5 12
12 84 — 5 =  0
или
52— 1755 +  7 500 =  0;
341
его  корнями будут:
sL =  75, s2 =  100.
Вычисляем третий инвариант данного уравнения или ^при о> =  у его
дискриминант:
Л =
91 12 •- 8 3 91 12 8 91 12 8
12 84 44 12 84 . 56 — 12
*О
О 56
— 83 44 --2 1 — 83 44 — 104 8 56 --96
Теперь вычтем из элементов второй строки соответственные элементы первой 
строки, умноженные на 7, тогда:
91 12 8
Д = — 625 0 0 =  625
8 56 — 96
Применяя соотношение (13), получим:
-625- 1 600 =
12
56
8
96 =  — 625 • 1 600.
откуда
а13 =  it  100.
Следовательно, искомое уравнение линии примет вид:
7 5 л :2 - f -  100у 2 i t  200л :  =  0 ,
оно может быть сокращено на 25:
Зл:2 +  4у2 zt 8лг =  0.
680. Ответх
1) 13*2 +  39у2 ±  4 У  Ш : =  0,
2) — 5 *2 +  If- ±  26* =  0,
3) — д« +  7 ^ ± 2 у  у  * =  0.
681. Составляем характеристическое уравнение:
1
или по упрощении:
•2
1—
1
~2
3
5 Т
\
1 — 5
=  0
его корнями будут:
1
Si 2 * 52 ~  2 '
Дискриминант из всех коэфициентов имеет значение:
1 11
4  1 412
jl
2
2
1
2
1
24 0
1~ , • 
4 ’
3 4 2
следовательно, уравнение линии после преобразования его к осям примет вид:
i * 2+ h 2 — =  о3 и’
а каноническим уравнением эллипса будет уравнение:
* 2 , У2 _  1 
2 ‘ 2
3" ^
так что квадраты его полуосей имеют значения:
2
# 2  = 3 ’
682. Ответ:
1) 65x2 +  91^ — 395 =  О,
2) — 34x2 +  102у2 +  102 =  0 или
* 2 = 2  
9 •
х2
у2= 1;
153) (6+ у ю ) х 2 + (6— / 10)^ 2 +  - .^ = 0;
4) (4-5 У  2)х2 +  (4 +  5 /  2)- ^ + i l  =  0.
683. Вычисляем инварианты уравнения:
ТС \ — #ц +  #23 “
2^ — #11 #-23 — #122 —
СО = о,
Л =
4 2 4
2 1 3
«
чдг*
4 3 3
=  — 4;
следовательно:
или
«?2 —
— 4 4
— 5 5 '
2 =  5,
, . 2
Л1з —
Упрощенное уравнение параболы, 
правлениям; будет:
5Y2 =
« с
/  5 ’
отнесенное к 
4
вершине и главным на-
V 5
X,
а каноническое ее уравнение:
уг
5 / 5
684. 1) s2 =  49 +'576 =  625, 8 =  0,
= Х  р  =
5 / 5
4 ? 168 — 141
vA = 168 576 — 37
ч — 141 - 1 С
О
•
я ! о
о
 
►—
*
— - [ 2 4 . 1 4 b —7 • 37]3 =  —
=  2 • 168 • 37 • 141 — 576 • 141s — 49 • 37 s =
3 4 3
коэфициент а13 определится из соотношения:
— 3 1252 =  — 625 • а'1В\
откуда
Уравнение параболы будет: 
или по упрощении:
ЛЛ04
625у 2 =  250л:
Уг = \ х .
2) 289у2 =  2 • 578лг или у2 =  4лг.
3) 5у2 =  4 YlSx.
685. Сдвинем (параллельно) диаметр параболы и касательную в его конце 
Уравнение параболы примет вид:
(х  "4" +  т ) 2  +  ( 6  —  3  У  3  —  2 /и) ^  +  ( 1 2  ~|- 4 . у  з  —  4w)y/ - j-
+  (9 — 4 У З  — /я2) =  0.
Выберем теперь диаметр, перпендикулярный к сопряженной ему касатель­
ной, т. е. поставим условие:
( 6  —  8  | Л З —  2 т )  +  2  ( 1 2 - ) - 4  У  3  —- 4 /^) =  0 ,
откуда
т  =  3*
Теперь полагаем, подставив значение т\
— SV 3 x  +  4 У г у —4 У з
— V i —ь у  'з> + ( 4  / § > ’
х-^2у-\-3
иди ^
— 8 / 3 *  +  4 / § >  — 4 У$ =  ~  4 Т^Т5Х,
х +  2у +  3 — / 5
Тогда данное уравнение параболы примет вид:
ЪП — 4 1/Т5ЛГ== 0.
«ткуда ее каноническое уравн4ние 0удет:
к 2 = 4 У 1 *  ^ = 2 У  т  -
Попутно здесь обнаружилось, что уравнениями новых координатных осей 
(т. е. главной беи и касательной в вершине параболы) относительно прежней 
координатной системы будут.
x J r  2у +-3 — 0,
— 2 х~\ ~у— 1 = 0 .
686, 1) Данное уравнение может быть приведено к виду {т  == 2):
(Злг -f- 2'у —{- 2)2 =  4л: — 6у -|- 1 j
* 2следовательно, каноническое уравнение будет: у2 =  ——: лг.
/ 1 3
V
344
2) ( *  +  3y +  3)2 = 1 8 *  — 6у  — 6; каноническое уравнение:
3) (5лг-f-Зз' +  З)2 =  30л: — 50у — 20; каноническое уравнение:
687. Разделим квадрат первого инварианта на учетверенный второй инва­
риант, взятый притом с обратным знаком, тогда:
/ 12 COS3 а /  _
— 412 ~  sin2 со' ’
заменяя cos2 со ' через 1 — sin2 с о ', мы получим:
откуда легко найти:
sin2 со' =
У
Теперь легко найти коэфициенты преобразованного уравнения:
688. Применяя формулы, указанные в решении предыдущей задачи, полу- 
чим;
— 435 =  0, 2) ±  Ц 1=— 10 =  0.
V  5
689. Искомое уравнение, отнесенное к центру и сопряженным диаметрам, 
не должно содержать члена с произведением координат и членов с первыми 
их степенями; далее, так как начало ксординат сохраняется, то свободный 
член в уравнении остается прежним, и око должно иметь вид:
При Г = 0  мы получим:
а при X  =  0 найдем:
это и будут длины полудииметров, которые по условию задачи должны бь.ть 
равными. Обозначая длины равных полудиаметров через /, уравнение эллипса 
можно написать в виде:
и тогда величина I и угол <*/ между равными диаметрами определяются срав­
нение^ значений инвариантов искомого и данного канонического уравнения:
Р
#2 £2
s m о) = 2 аЬФ +  №
3 4 5
690. Инварианты канонического уравнения параболы имеют значения:
/i =  l, / 2 =  0, /3 =  — р2;
ттнварианты уравнения паработы, преобразованного по данным условиям, 
будут:
Сравнением их значений мы определим коэфициенты преобразованного 
уравнения:
азз _  1 
/2 “  2
откуда
)
А =  2/А
Поэтому, преобразованное уравнение будет вида:
■- ■- 2 f +  -У3 — p Y ~ 2 * ~ P / Т у  +  /  =  0 .
691. Пусть уравнение параболы, отнесенное к новым осям, будет:
ацХ2 +  2a21XY +  а22 Y2 +  2а1ВХ  +  +  «33 =  0;
■  »
в нем не должно быть свободного члена, так как за начало координат принята 
точка на параболе (пересечение диметра и касательной в его конце), поэтому:
азз ==
При К =  0 мы должны получить точки пересечения параболы с диаметром; 
следовательно, уравнение:
а'пХ2 +  2а1ВХ = 0
должно иметь один корень, равный нулю, другой — бесконечный, что осуще­
ствится при условии:
дут=== б;
но так как дискриминант старших членов уравнения параболы должен быть 
равен нулю, то при а1± — 0 необходимо и
а 12 ~
Далее при ^ = 0  уравнение:
4 К 2  +  2 4 К= 0
должно давать для Y совпадающие корни (нулевые), ибо ось Y касается пара 
болы, откуда следует, что
Итак, преобразованное к новым осям уравнение параболы должно быть 
вида:
4 Г 2-—2а1дХ = 0 ;
его инварианты имеютц^начения:
Л =
а22
sin2 <0 112 =  0,
' ' а
g 22g 13
sin2 о)
3 4 6
/
Сравнивая эти значения с их значениями 
параболы (см. упражнение 690), мы получим:
1 =
а22
sin2 со
р2 =
для канонического уравнения
' ' 2 
2^2^ 13
S i n 2 со
откуда
г
й 22 sin2 <0,
693. Предположим, что для всякой точки плоскости имеем:
х2 -|- 2ху cos со -j-y2 =  +  2АУ cos а/ +  К2 (а)
при условиях:
х  =  -f~ b± У t
у =  а2х + ь 2у. да
Подставляя значения х, у  по формулам преобразования (р) в соотношение' 
(а) и требуя, чтобы последнее выполнялось тождественно для всяких X, У, мы 
получим:
—|— 2й\С12 C O S (О - |— Clg2 =  1 ,
a lPl +  ( « 1 ^ 2  +  а Ф\) CO S СО +  афъ — COS (o ',  д а
-|- 2b1b2 cos со -(- 1 •
Разрешая первое и последнее уравнения, найдем:
а2 =  — я* cos со zt У 1 — flj2 sin2 со, 
=  — ^coscort V l — sin2 со.
Так как для действительности преобразования необходимо:
sin 2 с о < 1,
то мы можем принять:
bi2 sin2 о><1, 
sin а
и тогда найдем, что
а2 —
sin со
sin р 
sin со
sin (со —  а )  
sin со
Sin (со —  Р) 
sin  со
т. е. как>раз преобразование, изображающее поворот осей.
694. Сравнение инвариантов для канонического уравнения эллипса и для 
уравнения эллипса, отнесенного к двум сопряженным диаметрам с углом «/ 
между ними, дает:
1 . 1
1 1 а '2
а2 "Г Ь*
?г + Iуa
sin2 со
1
а2
1_
№
1
а'2
1
Ь '2
sin2 с о '
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Последнее уравнение дает:
a'b' sin о / =  ab.
Если же первое из соотношений (а) разделим почленно на второе, то получим:
а ' 2 +  Ь' 2 =  «а _|_ $а
К главе XV.
1 Z  I(95. Полагая в формуле (2') а =  р =  у и =  <о2 =  о>3 =  cos 
лучим:
а =  р =  Т =  ± у /Г- |- .
699. Для данного луча:
1 == - 3 - 
/ 1 3 '
1
т  ~/ 1 з ’
_  2• п — zt ——  
/ 13’
а —
701. р =  3.
ч- 5
2 у"13"
р =  ±  1 , 
р 2 / 3
5
2 / 1 3
702. <7 =  5.
703. <7 =  3 — / Г ;
, 2 (3 +  /  2) 
7
3 +  / I  
ю = ------Ly --- »
3 (3 +  / 2 )  
7
6-а =  —- 5 /  214
р 3 +  / 7  
Р -  14 1
11 — т / Т
7 14
1
704. cos<p =  ;r-F=.
707. 198: — 320: — 357.
708. Формулы данного преобразования напишутся в виде:
х =  
У  =
! х+4*'+т
косинусы новых координатных углов будут:
/ 69 / .33
" i - 70' 0J2 “ ^5 •
по-
714. Формулы преобразования будут:
=  - : L L Y S
4 / 2
- г  2 / 3 - 1  / 3  „
= "  “Т / Г  г + т / г
/ 3
у = 4 / 2
J x 1 +  2 / 3  
4 / 2
1
/ 3
2 / 2
=  Д
, _ J L  Y  Т з  .
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716. По общим формулам преобразования координат имеем:
х2 х1 =  11 (Х% — Хх) +  4(^2 — *i) +  /з (Z2 — Zx),
У2 У1 =  Щ ^i) +  ^ 2(^2 — Уд +  Щ (.2% — ^ i)t 
z2 zx~ n x (X2 — Ai) +  «2 (*г — Yd +  nz — ^ 1)»' («)
умножим соответственно эти соотношения на 1, о>3, о)2 и сложим их, затем 
второй раз умножим эти же соотношения на coj, 1, о)Х и третий раз на о>2,
I и, каждый раз складывая, мы получим:
( Х 2 — '  -* i)  +  ( У 2  У д  033 +  ( Z 2 —  z d  “ 2 =  (^1 +  №  —  % д  +
+  ( 4  д г  т > Ръ  ~Ь П 2Р 2)  ( Y * i  —  Y x)  +  ( 4  d r  Щ < *з +  (Z %  —  Z x) ,
(х2 — Xl) З^ +  (У2 —Уд +  (z2 — zl) <°L — +  Щ +  ^l03!.) (^2 — Х{) +
+  ( ^ З  +  m 2 +  2^03i) iX2 — Y j )  +  (/3^3 +  Щ  +  Щ ^ д  { ^ 2  — Z x) ,
xi) ®a ~h (У2 —.У1) ®i +  (z2 — &i) — +  nd (^2 —
+  { ^ 2  +  Щ®х +  n'd (Y2 — Yj) +  (/з<о2 +  Щ<*>1 +  fid (Z2 — Zl)-
Умножая теперь полученные соотношения соответственно на х2— хх, 
Уг—Уъ z2 — zi> причем для правой части эти выражения мы заменим их зна­
чениями по формулам (а), и затем,, складывая результаты, мы в силу соотно­
шений (28) и (29) найдем:
( Х 2 —  ^ l ) 3 +  ( У 2 —  y d 2 +  ( Z 2 —  ^ i ) 2 +  2  [ у 2, — У д  ( z 2 —  z d ® i  +
+  2 (z2 — zx) (x2 — xd <*> +  2 (xz ~  xx) (y2 —yd 3^ =
-  ( X 2 -  X xf  +  (K2 -  Y x f  +  (Z2- Z x) *  +  2 ( Y 2 - Y 1)  ( Z 2 - Zd «x +
+  2  ( Z 2 - Z x) ( X 2 - X d  a>; +  2  ( Х 2 - Х х) ( У 2 - У х)  » ' *
717. Угол между двумя перпендикулярами (cos У, 0, 0) и (0, cos У\ 0) 
к плоскостям yOz и zOx будет равен дополнению до % двугранного угла У" 
между этими плоскостями, поэтому:
или
1 03 3 (02 cos У
(03% 1 0>1 0
0)2 0)1 1 0
0 cos У' 0 — cos У"
(<1>з — coj^) cos У cos У' =  Q cos У".
Возведем последнее соотношение в квадрат и заменим (см. упражне­
ние 696)
Q . . . .  Qcos2 <1/ = sin2 о/ ’ cos2 У' — —-  -s:n2 о / '
тогда
o)32 — 2(01(О2о)з J^L2^ 2 =  sin2 о/ sin2 a>" cos2 y rr.
Прибавив теперь к этому соотношению почленно равенство:
1 -- О)^ --О),2 — (D32 -|- 20)^ 0)2(03 =  Q,
после небольших преобразований получим нужную формулу:
Q — s in2 с о 's in2 с о "  sin2 У".
. 718. В выражении
п - 1  1 - в '>2Q =  1—  <оА2 О).»2 — о>з2 2о>ао>20)3
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п рои зведем  замены:
9 ,, „  1 4- cos 2<о"
С022 =  COS2 с о "  = -----!—  ---------------,
(О32 =  COS2 с о '"  = 1 +  cos 2 о / "
2 <02с0з  =  2  COS с о "  COS с о '"  =  cos ( о ) "  -f- с о '" )  -f- COS ( с о "  —  с о '" ) ,
тогда оно примет вид:
или
Q =  — COS2 со' — cos (со" -f- со'") COS (со" — со'") +
-f- COS со' [cos (со" -|- со'") COS (со" — о/")]
?
Q =  [cos со' — COS (со" со'")] [cos (со" — со'") — COS со'],
откуда и получается указанное выражение после преобразования разностей 
косинусов.
722. Если пользоваться формулой (20'), то условие перпендикулярности 
двух лучей (I: т  : п) и (а ': р ': y') может быть взято в виде:
/ а '  - f -  т $ г +  щ '  =  0.
Пусть два луча даны своими направляющими косинусами (ах : pt : Yi) и 
(аз : Рг: Та)» тогда угловые коэфициенты 1 :т :п  луча, к ним перпендикулярного, 
будут удовлетворять условиям:
1ч +  /Ий. +  =  0,
- /«2 -j- /72 2^ Л Т2 ==
и потому они определятся ^  следующем виде:
1 т  п
Р1Т2 —  P2T1 _  Y i«a —  Tf2«i ~  « l f e  —  «aP i ’
если же два луча заданы своими угловыми коэфициентами и 1г \т ^
то направляющие косинусы а, р, у луча, к ним перпендикулярного, определятся 
из условий:
Р ^  Y
т гп2 — ЩП1 Щ.1 з — ЩЬ hm 2 — hm±
724. Коэфициенты Л, В , С уравнения плоскости пропорциональны косину 
сам а, р, y углов перпендикуляра к плоскости с осями координат:
<* _  Р _  Т __
Л л =  Af.
Обозначив нормирующий множитель через М, получим:
а =  МЛ, р =  Л4Д у =  МС. v
Но косинусы а, р, y связаны соотношением (2'), поэтому:
АГ2 [(1 — о^ 2) Л2 (1 — 0>22) В2-1- (1 — ОЭ32) С2-}- 2 (<i>2<03
2 (cogcp-^  — соа) ^Л —j- 2 (о^ соа —• 0)3) ЛВ\
о)|) ВС -*|—
Q
откуда и определится нормирующий множитель.
К главе XVI.
728. Выразим, что искомая поверхность, изображаемая уравнением вида (lj, 
проходит через девять заданных точек, иначе говоря, напишем условия, при 
которых  ^координаты каждой из данных точек удовлетворяют указанному урав-
*»
3 5 0
нению. Тогда мы получим девять уравнений для определения отношений 
коэфидиентов:
9#ц +  6#14 +  #44 =  0, 4#22 +  4#24 +  #44 =  9,
9 # ц —  6 # 4 4 + # 4 4 = 0 ,  4#22 —  4 # 2 4 + # 4 4  =  0,
#83 +  2#34  +  #44 =  9f 
4 # 3 3  —  4#34  +  #44 =  0 ,
4#ц +  #22 +  4#12 +  4#14 +  2#24 +  #44 =  0,
4#11 +  # 2 2  +  #33 —  ^#23 +  4 # 4 3  —  4#12 +  4 # 4 4  2#24 +  2#з4 +  # 4 4  =  0,
4 # ц  +  #23 +  #33 —  2#23 —  4#13  +  4 # 13 +  4 #14 +  2#24  2#34  +  #44 =  0 .
Решение шести первых уравнений, взятых по два, даст нам:
1 1 1
«11 — ----д- « 44. #22 = ----#40 #зз — —
2
■ #44,
«14 =  0,
ОII кэ й со II 1
1
2
•Й
Подставляя значения найденных коэфидиентов в седьмое уравнение, мы полу 
чим из него:
о 11zaV2, — — -J2 аИ’.
Наконец, подставляя значения уже найденных коэфидиентов в два послед­
них уравнения написанной выше системы, мы получим два уравнения для 
определения коэфидиентов #13 и #23 через #44, именно уравнения:
_  7
^ # 1 3  —  #23 —  3 0  #44.
откуда следует, что
2 # 1 з  +  #23 —  9 ,
7
36
Если мы теперь подставим в уравнение (1) все найденные выражения 
коэфидиентов через #44, уравнение может быть сокращено на #44; умножая его 
сверх-того на — 72, мы получим окончательное уравнение поверхности (2-го по­
рядка), проходящей через девять данных точек, в следующем виде:
8*2 +  183/2 +  36^ 2 +  14yz — Izx  +  11 ху +  Зб^ г — 72 =  0.
Подстановкой координат каждой из данных точек нетрудно проверить, 
что поверхность действительно проходит через все заданные точки.
729. 3*2 +  2у2 +  *2 — 3*у — 6* —2у — *  =  0.
730. Для определения координат точек пересечения прямой с поверхностью 
надо совместно решить три уравнения: два уравнения прямой и уравнение 
поверхности. Чтобы это решение было более симметрично, мы введем вспомо­
гательное неизвестное «, полагая:
i
после чего координаты любой точки прямой можем выразить через параметр и 
в виде:
*  =  — 3 +  2#, З' =  2 ( — 1 +  и), Z - — 1 +  #; (а)
выберем теперь значение и так, чтобы эта точка лежала на данной поверх­
ности, т. е. чтобы указанные координаты удовлетворяли уравнению поверх-
ности; после подстановки их в уравнение поверхности мы получим условие 
для и:
11«2 — 32м 4- 20 =  О,
откуд а
Поверхность 2-го порядка пересекается прямою в двух точках, в данном случае 
координаты этих точек пересечения мы определим при помощи выражений (а) 
по найденным значениям и:
*1 =  1, Ух =  2, *i =  l,
13 _  2 _  1
* 2-  п  > Уг — и  ’ 11 *
Если данная поверхность отнесена к прямоугольной системе координат, то 
данная прямая, проходя через точку ( — 3; — 2;' — 1), имеет направляющие
2 2 1косинусы, соответственно равные , у ,  поэтому для определения точек
пересечения поверхности с заданной прямой мы могли бы составить уравне­
ние (12), вычислив его коэфициенты по формулам (13):
М =  /2 +  2/тг2 +  3 п2 +  4 тп — 6я/,
N =  I (х± — 3^ -|- 1) -\- т  (2'ух -|- 2^ — 4) п ( — 3** -)- 2yL -j- 3z{),
/ ?  =  —|— 2 y i2 —}- 3-Zj2 —j— 6 ^ -^ i “ j- 2 лгх 8_Ут,
2где мы должны принять =  —3, yi =  — 2, zL =  — 1, / =  m =  ,
тогда уравнение (12) будет:
11 9 32 | on л
' ! Г Р = Т  Р +  2° =  ° ,
30откуда p i = 6, р1== — , это будут уже расстояния от точки ( — 3; — 2; — 1)
до точек пересечения прямой с поверхностью. Самые координаты точек пере­
сечения найдутся по формулам:
х — — 3 +  ^-р, у  — 2 +  — р, . z — 1 +  "з Р
и получат указанные выше значения.
Переход от результатов первого способа ко второму легко получить, заме­
тив, что в данном случае р =  3и.
731. (2; - 4 ;  1) и у ;  — у ) .
732. Дискриминант из коэфициентов старших членов уравнения данной 
поверхности обращается в нуль:
- 3  |  о
поэтому любой конус асимптотических направлений (с вершиною в произволь­
ной точке) данной поверхности распадается на пару плоскостей.
3 5 2
Угловые коэфициенты асимптотических направлений удовлетворяют усло­
вию (15), в данном случае условию:
2/2 — т ъ _|_ 3 тп  — б nl +  1т =  0;
чтобы получить уравнение конуса асимптотических направлений с вершиною 
в точке (1; — 1; 2), надо в предыдущее соотношение сделать подстановку (17), 
т. е. положить:
, *  — 1 у +  1 z — 2I =  — — , т  — ^ — , п =  —— ,
Р Р Р
тогда искомое уравнение (после его умножения на f )  будет:
2 (*  -  1 )* -  СУ +  1 ?  +  3 (у +  1) (z-  2) -  6 -  2) (х -  1) +  (*  - 1 )  (у +  1) =  0
или окончательно:
2х2 —у2 +  3yz — 6zx +  ху +  9х — 9у — 18 =  0.
733. х2 -f- Зу2 -(- 5z2 — 6yz -f- 4zx -f- 12xy =  0f о =j= 0, конус не распадается на 
пару плоскостей.
734. yz —|— zx —}- ху —|— 2х —f— 5у —[- z —{- 1 =  0.
735. Уравнение, определяющее асимптотические направления данной
поверхности, будет: _
— 4/2 +  12т2 +  7 п2 +  %тп +  10п1 +  21т =  0;
для тех из них, которые лежат в плоскости z =  0, один из угловых коэфи- 
циентов, именно п, обращается в нуль, поэтому отношение двух других 
найдется из уравнения:
—  4 / 2  _ ( _  2 / m  +  12т2 =  0,
откуда
I 1=*=7
т  4
Итак, мы получим два асимптотических направления, лежащих в плоско­
сти z — 0: ’ 736
к ГП\- Ч
2 “  1 “ '  6 »
h  _ т 2 п 2
3 ~~  -2" “ 0 •
736. Составим половины частных производных по х, у, z от левой части 
уравнения поверхности и вычислим их значения для координат данной точки:
1
Fx ^ 4 x
Fy =  2Ау — z +  32
0
И
у -f- 20z +  24 292
Уравнение искомой плоскости напишется по формуле (18') в виде:
110-+1)— | ( г  +  2) =  0;
по упрощении окончательно:'
2 2 у  —  2 9 z  —  3 6  =  0 .
737. 9л: +  21у +  17z — 64 =  0.
23 Зав, 2W3. — Вюшгвно О. О. 353
738. Координаты центра данного сечения поверхности определятся урав­
нениями (19) и (19'), каковые в нашем случае будут:
х  —J— у — 3 z —J— 11 х  —J— 2у —|— 2z — 1 — 3* —(— 2у — z -j~ 7
3 =  5 =  = 4  •
Зг +  5у — 42? + И = 0 .
Решая эту систему уравнений, мы найдем:
х  =  2, у — —1, z =  3.
739. (1; —2; — 1).
740. Перепишем данное уравнение поверхности в однородных коорди­
натах:
4*2 +  24у2 +  20г2 — 3\уг +  64y t  +  48-г/ — 146/2 =  0;
затем составим для левой его части половины частных производных по * ,  у, 
z, t и определим значения этих производных для *  =  1, у — ~  1, z =  2, / =  1:
F x =  4х 4
Fу — 24у  — q z +  32/
131
F% — — 2' У +  20-г +  24/
F t =  32у +  24-г — 146/ — 130.
Согласно формуле (20//) найденные числовые значения производных 
и будут коэфициентами уравнения касательной плоскости; последнее в нашем 
случае примет вид:
' 131
4 * +  5.у +  ~2~ z — 130 =  0
или
8 * +  10у +  131-г — 260 =  0.
741. 16* — 5у +  6-г — 37 =  0.
742. 1) 15* +  6у — 14-г +  6 =  0 и 2) 15* +  4у +  14-г — 21 =  0.
743. Если плоскость касается данной поверхности, то координаты * ,  у, z 
ее точки прикосновения должны удовлетворять уравнениям (22) и (23), 
в нашем примере уравнениям:
*  z +  2   у +  3  2у +  3-г +  8
_  _  § >
2* +  3^ +  5 =  0
или, что то же самое, уравнениям (если их написать раздельно):
3 v — 2 z — 4 =  0,
у  +  г  =  о ,
5 * —4у — 6-г-^-16 =  0,
2 * —j— 3_у +• 5 =  0.
Нетрудно проверить, что эти уравнения совместны и удовлетворяются при 
*  =  2, у =  — 3, z =  1, следовательно, для данной плоскости точка прикосно­
вения к поверхности будет (2; — 3; 1).
744. (3; 1; —2).
745. 'По формуле (24) тангенциальное уравнение поверхности будет:
1 0 0Ф 0 а
0 0 1 2 V
0 1 0 3 W
0 2 3 8 Р
и V W
%
Р 0
=  0.
354
Если развернуть определитель левой части по обычным правилам, урав­
нение примет вид:
— 4и2 -|- 9v2 -f- 4w2 -|- р2 4vw — бvp — 4wp =  0.
Вернемся теперь к упражнению 743. Данная в нем плоскость касается 
поверхности, ибо полученное .тангенциальное уравнение поверхности удовле­
творяется при и =  2, t> =  3, w =  0, р — 5. Координаты точки прикосновения 
данной плоскости определятся из соотношений (25), т. е.:
Г '
х  ________ у_______________ z_____ __________ t______
— 4а 9v-\-2w — Зр 2v -\-4w -— 2р — 3v — 2w-\~ р 1
в которых следует принять и =  2, v — 3, w — 0, р =  5, что дает нам:
х    у   -г _  t
^ - 8 “  1 2  —  4  ^ 4  ’
откуда — 3, —г =  1, как это было найдено и первым спо
собом.
746. 108л;2 +  213_у2 — 45 z2 +  22/2 +  96yz +  270zx — 28 Sxy +  36*/ — 10у/— 
— 12г/ =  0.
747. Описанный конус изображается уравнением (28); чтобы подготовить 
составление полярной формы:
Р  =  xFXi +  y F yi +  zFZi +  tF h,
мы прежде всего находим выражения для половин частных производных 
по * ,  у , z, / от левой части данного уравнения поверхности и определяем 
их значения для координат вершины конуса *  =  — 1, у  =  2, z = — 3:
^ х = 'х  — 4 
~FV — 2y — 2z
Fz = . — 2y 3z 
F t == — 4 *
- 5
10
- 1 3
4
Следовательно, в нашем случае
Р  — — 5 *  -|- 10у — ]3z -\-4.
Тут же на основании теоремы Эйлера
2F (х, у, z) =  x F x +  yFy +  zFz +  tF t
l
мы можем через значения F Xt F y,Fz, F t найти и значения левой части 2F  
данного уравнения поверхности для координат вершины конуса, именно:
2FX =  — 1 . ( — 5) +  2 • 10 +  ( — 3) • ( — 13) +  1 .4  =  68.
Теперь искомое уравнение конуса мы напишем в виде:
( — 5 * + 1 0 у — 13*4- 4)2— 68 (*2 +  2у2-|- 3*2 — 4yz — 8*) =  0
или по упрощении:
— 43*2 — Збу'2 — 35-г2 + I2yz +  130-г* — 100лгу +  504* -f*
+  80у— 104* +  16 =  0.
748.30*2 — 46у2 — 217 z2 — 472yz +  16zx +  168*у +  32* +  44у — 70* +  25 =  0. 
749. Как указано в тексте, уравнение плоскости, содержащей точки при­
косновения описанного конуса, будет уравнение (31) или подробнее:
x F Xi+ y F yi +  zFZi +  tF t^ O ,
где * i ,  У\, Zx—  координаты вершины конуса и tx — 1. Поэтому составим поло­
вины частных производных по ** , у ъ zv / от левой части данного уравнения,
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поверхности  и определим их значения для координат верш ин конуса:
Fx =  х  — Зу +  2z 
Ру — — Зх -\-у +  1 
Fz = 2 х  — 32 +  4
F t +
Найденные числа и будут коэфициентами уравнения искомой плоскости, 
которое напишется в виде:
7х +  6у — 92 +  11 =  0.
750. 12jc — 4у — 32 +  23 =  0.
751. Уравнение цилиндра надо составить по образцу уразнения (32), 
полагая в нем / =  1, т  — 2, я =  —1 и 2F  равным левой части данного урав­
нения поверхности. Вычисляем сначала выражение М или в данном случа^
/2 +  2 /гс2 +  4 тп  +  8п1;
для / =  1, т  =  2, я = — 1 оно оказывается равным — 7. Далее составляем 
половины частных производных от левой части данного уравнения поверх­
ности и затем выражение IFх +  mFу +  nFz:
Fx =  x +  4 г + 1 1
Fу =  2_у +  2 2 — 5 2
Рг = 4 х  +  2у — 1
IFX +  mb'у +  nFg =  —— Зх —j— 2у —{— 8 z — 9
Теперь уравнение искомого цилиндра напишется в виде:
( — За: +  2 у +  8 z — 9)2 +  7(х2 +  2у* +  4yz +  8zx +  2дг — 10у) =  0
или по упрощении:
16а:2 +  18у>2 +  6422 +  60у г +  82а: — 12 ху +  Ъ8х +  106у — 1442 +  81 =  0.
752. За:2+ 4 у 2+ 1 6 ^  +  66* - -  32у +  59 =  0.
753. Задача решается аналогично задаче о линии 2-го порядка, прохо­
дящей, через пять заданных точек. Если м€ уравнения (1) и тех девяти соот­
ношений, которые из него получаются заменою текущих координат последо­
вательно координатами каждой из заданных точек, мы исключим отношения 
всех коэфициентов а то получим уравнение искомой поверхности в виде:
X2 У 2 Z2 У* / ZX ху X У Z 1
4 у \
22Z1 УЛ zlxl *\У1 *1 У1 *1 1 -
А у \ z2Z2 У&%
t
2^^ 2 хгУ-2 х2 У2 *2 1 =  о,
х2*9 У% 22z9 У&9 ZqXq хдУя Хд Уд Z9 1
* /
где левая часть представляет собой определитель 10-го порядка.
754. Условием будет равенство нулю определителя 10-го порядка, анало­
гичного указанному в предыдущем упражнении, причем элементы каждой 
строки этого определителя составятся из координат одной из заданных десяти 
точек. '
755. Коэфициенты старших членов сохраняются в преобразованном урав­
нении, далее а 4 =  д24 =  =  0, коэфициент же аи  определится из равен­
ства Дискриминантов Д =  Д' первоначального и преобразованного уравнения, 
что даст аи — 11:7. %
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756. Так как в уравнении нет членов с квадратами координат, то каждая 
из координатных осей имеет асимптотическое направление и пересекает по­
верхность водной точке бесконечно удаленной и в другой > на конечном 
расстоянии. Действительно для определения абсциссы точки пересечения по­
верхности с осью Ох мы должны принять у — 0, z =  0, тогда получим непол­
ное квадратное уравнение:
—, ах  -|- а2 =  О,
корни которого будут хх =  со, х2=  а. Ось Ох пересекает поверхность в бес­
конечно удаленной точке и в точке (а; 0; 0); ось Оу пересекает поверхность 
кроме бесконечно удаленной 'точки еще и в точке (0; а\ 0); наконец ось Oz 
кроме бесконечно удаленной точки пересекает поверхность в точке (0; 0; — а).
757. Если вершина конуса помещена в начале координат, то конус изо­
бразится однородным уравнением относительно у, г\
«н *2 4  а22у2 4  «зз22 4~ Ъа2гуг 4- ^a^zx 4  Ъа^ &у =  0.
Уравнение его касательной плоскости в точке (х1, у', zr) будет:
{ а \ \ Х г  4 “  а 1ч У ' +  « 1 3 2 0  *  +  { а < я х г  4  а 2з У г 4 “ «23 z ' ) y  4
4  {аъ\.х ' 4  «ззУ' 4 “ «зз20 z — &
Это уравнение не меняется, если х ', у ', zr заменить соответственно через kx'y 
k y , kz'f т. е. если точку касания сдвинуть по образующей конуса. Если 
ось Oz, например, выбрана параллельно образующим цилиндра, то уравнение 
цилиндра не должно содержать координаты z и будет вида:
« п *2 4  а2зУ2 4  2#i2ху 4  2&иХ 4  2«24_У 4  «44 ~  9-
Уравнение касательной плоскости в точке (x ':y r :z ') будет:
(«П*7 4  а12У 4" «14i) X 4  (а2\Х? 4  а22УГ 4  а2А)У “I- {а41х' 4  а4.гУГ 4" «44) t =  0’,
так как оно не содержит Координаты z', то уравнение (а следовательно, 
и сама касательная плоскость) не меняется при изменении z' , т. е. когда точка 
прикосновения перемещается по образующей цилиндра.
758. Касательная плоскость будет неопределенной, если для выбранной 
точки касания все коэфициенты уравнения касательной плоскости обращаются 
в нули, т. е. если _
« и *  4  а ю У  +  «132 4 -  «14 =  о,
«21* 4~ а2гУ 4 "  «232 4" «24 =  0, (в)
«31* 4  «3?У 4  «ЗЗ2 «34 =  0»
• «41* 4  «42.У +  «432 4 - «44 =
эти условия совместны относительно х, у, z, если Д =  0, т. е. в случае конуса.
7^9. Если прямая касается поверхности в некоторой точке, то через эту 
точку можно провести (одну) касательную плоскость; эта ^ Касательная пло­
скость как плоскость, содержащая данную прямую, должна изображаться 
уравнением: ;
«1*  4  У\У 4~ ®^ i2 4- Pit 4   ^(«а* 4  ®2 У 4" ^ 2Z 4" P2t) — о
или же уравнением:
( « 1 4  ^«2) *  4  ivi 4  ^ з )  У 4* (^ i 4" м&2) z 4- (Pi 4" ^Рз) t — 0. (л)
Напишем условие, что плоскость (а) касается данной поверхности, т. е. 
напишем, что координаты плоскости их 4  Хм3, ' v± 4  ^ 2» wi +  Рх 4  ^Ря 
удовлетворяют тангенциальному уравнению поверхности (24'); если это условие 
развернуть, то [по аналогии с уравнением (30) или (30')] оно примет вид:
2Ф (иъ vh wb pi) 4  2Ш  4  Х22Ф («а, v^ J Щ> Pz) =  0, (р)
где Л — полярная форма формы 2Ф.
Уравнение (р) квадратное относительно^, и оно собственно определяет* 
две касательные плоскости к поверхности, проходящие через заданную прямую,
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как угодно расположенную относительно поверхности. Если прямая касается 
поверхности, то касательная плоскость, содержащая эту прямую, должна быть 
одна, поэтому уравнение (р) должно в этом случае иметь равные кориц; что 
будет при условии:
П2 — 2 Ф !  • 2 Ф 2  =  0 ;
последнее условие и будет условием касания данной прямой.
760. По формуле (24) получим:
1) Аи2 -f- Bv2 Cw2 — р2 =  0,
2) Аи2 +  Bv2 — 2pw =  0.
761. Уравнение цилиндра (32) получено уже нами в тексте, здесь мы 
дадим его вывод другим способом.
Пусть х, yf z будут координаты какой-либо точки цилиндра; через эту 
точку должна проходить образующая цилиндра направления 1 :т :п , касаю­
щаяся данной поверхности 2-го порядка. Координаты какой-либо точки 
образующей можно представить в виде:
х  +  и/, у  +  ит, z +  ип;
если точка принадлежит поверхности, то ее координаты удовлетворяют урав­
нению поверхности, следовательно:
ап (X +  «О2 +  #22 (У +  tint)2 +  Язз (г +  ип)2 4- 2^ 23 (у +  ит) (z +  ип) +
— 2я31 (z -|" ип) (х -J- ul) -f- 2ci-q (х  -j- ul) (у — uni) -{- 
+  2au (x +  ut) +  2^ 23 (y +  uni) +  2aM (z +  an) +  ^  =  0
или
2Z7 (x, y, z) -f- 2n {IFx -j- mFy +  nFz) -)- 
~ r  ^  “b  a 2 2 ^ 2 H~ Лзз^ 2 *4“ 2 ^ 2 3 ^ ^  - j -  2aB1nl - j -  2 a^ltri) =  o.
Ho так как образующая касается поверхности, то это уравнение относи 
тельно и должно иметь равные корни, поэтому
<1F (лг, _у, z) • (йц12 -f- а ^ т 2 -f-
X mFV
2аштп  +  2 a3lnl +  2 a12ml) 
nFz)2 =  0.
Последнее соотношение и будет искомым уравнением цилиндра. Напри­
мер, для поверхности:
х2
А
описанный цилиндр с образующими данного направления 1 \т \п  изобразится 
уравнением:
К главе XVII.
7 6 2 .  1 5 л :  — 35у +  26* +  2 1 = 0 .
7 6 3 .  Уравнение диаметральной плоскости данной поверхности будет:
I (су -f- bz — 2bc) -)- т  (сх +  az — 2ас)-j-п (bx-j~ ay — 2ab)=0. ^
Потребуем, чтобы этому уравнению удовлетворяли координаты каждой из 
заданных точек; мы получим Два условия:
из которых получим:
358
2 bcl -|- аст  +  abn =  0, 
аст  -f- abn =  0,
т
Подставляя эти значения в приведенное выше' уравнение диаметральной пло­
скости, мы найдем ее уравнение в окончательном виде:
У
b
764. 1) 4_ Ш. -и. HL _  лА ' В~ С ~
1х | т у
~ А  ' ~ZT /г =  0.
765. Уравнения диаметра данной поверхности по формулам (4") могут 
быть написаны в виде:
2х
~аJ
z
ас
Потребуем, чтобы этот диаметр проходил через точку (— а, Ь, с), т. е. под­
ставляем координаты . последней в это уравнение; мы получим соотношения, 
определяющие отношения А: В: С, именно:
_  2_ _2:2l
0 Ь _  с
А В С *
Следовательно, уравнения искомого диаметра напишутся в виде:
2 * _ 1 _  _ 1 _  _£ 
а ' Ь ' с
0
или же
766. Задачу можно решить двумя способами. 1) Определим центр поверх­
ности, решив уравнения:
х -j- 2 =  0,
2у — 4 2 + 1  =  0,
— 3z =  о,
3 2 ^ откуда —2, y = jQ ,  2 =  у . Тогда уравнения диаметра напишутся как урав­
нения прямой с данными угловыми коэфициентами, проходящей через центр 
поверхности:
3 2
jc-f-2__-У 10_ г — 5
3 2 4 '
2) Составим уравнение диаметральной плоскости, сопряженной данному 
направлению 3 :2 :4 ; оно будет:
3 ( *  +  2) +  2(2у — 4<afrfl) +  4 (—4у +  3*) =  0
или
Эх— \2у +  4z +  8 =  0;
'V • .
тогда уравнения диаметра, сопряженного этой плоскости, напишутся по фор­
мулам (4") в виде:
.дг-f 2 _ 2у — 4 г-|-1 __ — 4y-\-3z
3 “  — 12 “  4~ ;
. .
эти уравнения легко привести к виду, полученному первым способом.
* . * * ' *  «•
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767. Угловые коэфициенты третьего диаметра, сопряженного с каждым 
из данных, определятся из условий:
0(1, I") =  О, С ( / ', / " )  =  0,
которые для данной поверхности напишутся в виде:
(3/ +  2/и +  4я) 1"  +  (2/ +  Ът — Зя) /и" +  (4/— 3т  +  4я) я" =  0,
(3/' +  2/я' +  4я') I" -)- (2/' +  5яг' — 3п') /я" +  (4/' — 3т !  +  4п') я" =  0.
Полагая в них 1 = 2 ,  т  =  1, я =* — 1, и /" =  2, /я" =  — 1, я" =  4, получим:
4 / " + 1 2 /я " + я "  =  0,
20/" — 13т" +  27л" =  0,
откуда
/" _ т "  _ я"
337 —  ■ ■ 88 -292 ’
768. Главные направления линии пересечения будут вместе с тем напра­
влениями таких двух диаметров данной поверхности, которые 1) параллельны 
заданной плоскости, 2) между собой сопряжены и 3) взаимно перпендику­
лярны; поэтому угловые их коэфициенты 1 ' \ т ' \ п г и / " :я г " :я "  должны удо­
влетворять следующим условиям:
3 Р +  т !  — п' =  0,
3/" +  т "  — я" =  0,
/ '/"  +  2 (т 'п "  +  яг"я') =  О,
/ '/"  +  т ' т "  +  я 'я" =  0.
Исключая из трех последних /" : т "  : я", мы получим уравнение:
=  0,
3 1 — 1
V 2 п' 2 т '
V т г п'
которое и решим совместно с первым из вышенаписанных уравнений. Таким 
способом мы получим для угловых коэфициентов первого направления 
решения:
4 п 1
о
1
1 “ ~ 1 *
Г f
2  _ /я2 я2 ..
to
1 1 1 со
1 со1
по которым на основании исходных уравнений 
коэфициенты второго направления:
//
Таким образом, не считая перемены 
чаем одну пару Направлений:
769. х = \ ,  у  — — 2, z
и
1^ т х пг1 1 СО
I
"  1 ’
н гг
к т 2 _ п2
0 “~~ 1 1 *
легко вычислим и угловые
обозначений, мы, собственно, полу-
/' т ! я'
°1
I1
~ 1 _ 1
/я" я"
2 ~“ - 3 “ "  3
•
СО
/
3 6 0
a  b e
770» х —  ^ > У — 2 »  ^ 2 *
771. При каком-либо выбранном значении X центр соответствующей по­
верхности определяется уравнениями:
х — а \х
а2 % I
I о «•
у - Ь
№
Ху
-р- =  о,
z — с •ОII
JS|^С2
Исключая из 
ческого места
этих уравнений параметр X, мы получим уравнения геометри- 
центров всех поверхностей данного семейства в виде:
х — а у —J? Z —с
-V у Z *
или, вычитая из этих .-отношений по единице и оборачивая их, мы дадим
им вид:
JL  =  JL ___ Zа b с '
Место центров есть прямая, проходящая через начало координат.
772. 1) Составляем и вычисляем прежде всего дискриминант из коэфи- 
циентов старших членов:
1 1 0
так как он отличен от нуля, то поверхность имеет центр (точку) на конечном 
расстоянии. Чтобы решить, не будет ли это конус, вычисляем определитель 
из всех коэфициентов; —
так как АфО, центр поверхности не лежит на самой поверхности, и она не 
будет конусом. Итак, данное уравнение изображает собственно центральную 
поверхность (с центром в конечной определенной точке); координаты центра 
легко найти, решая уравнения:
Fx ==x ~t-y — 1 = 0 ,
1 , 1
Fy — х у 2 z ~^~ 2 —
Fz ^  — 2 У “Н 2 ~~ * “  0,
откуда получим:
5_ __ 4 _ И Ч
ЛГ— 9 > У ~  9 ' z ~  9 *
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2) Вычисляем, как и выше, определители S и Д:
1 — 1
* =
1
1
1
2
0
3
2
° 1 О
= — 4 '
1
О
2 4 -
0
3
2
3
7
2
3
2 О
■ ^
=  О
Центр (точка) — наконечном расстоянии, но принадлежит поверхности; 
следовательно, данное уравнение изображает конус. Координаты вершины 
конуса определятся из уравнений:
F х  —  х ~ У 3 =  0, 
3
F y ~ — х +  2у +  2 “  z +  тр — 0»
F*=-j ;
они будут:
х = \ ,  у  =  —  2, 2 = 1 .
3) Для третьего из данных уравнений найдем:
о =
4 0 — 2
0 3 0
2 0
1
1
0;
так как о =  0, то мы должны определить ранг матрицы
4 * 0 — 2 0
0 3 0V
1
2
— 2 0 1 - 32
чтобы установить число независимых между собой уравнений, определяющих 
центр поверхности. Пропуская в матрице D хотя бы первый столбец, получим 
определитель:
0 -- 2 0
3 0 12
0 1 -
=  — 9,
отличный от нуля, поэтому ранг D равен 3. Итак, поверхность имеет центром 
бесконечно удаленную точку, следовательно, она будет параболоидом (но каким, 
пока не знаем). \
773. Находим дискриминант старших коэфициентов:
Ь ~
1 2 0
2 4 \°
0 0 9
=  0,
так как он равен нулю, то приходится определять ранг матрицы D:
1 2 0 -- 3
D = 2 4 0 -- 6
0 0 9 0
362
здесь прямо видно, что в ней соответственные элементы двух первых строк 
пропорциональны, поэтому все ее определители 3-го порядка будут нулями; 
но в этой матрице существуют определители 2-го порядка, не обращающиеся 
в нуль, например:
” ' =  36,
4
О
О
9
поэтому ранг матрицы D равен 2. Поверхность имеет прямую центров и при­
том на конечном расстоянии, так как ранг Ь равен 2; определим ранг Д, чтобы 
узнать, принадлежит ли прямая центров самой поверхности; этот определитель 
имеет вид:
Д =
1 2 0
СО1
2 4 0 — 6
0 0 9 0
00 — 6 0 0
Рассмотрим его миноры 3-го порядка, не содержащие двух первых строк 
одновременно; например, определитель:
=  — 324
отличен от нуля, поэтому Д будет ранга, равного 3. Прямая центров поверхно­
сти не принадлежит. Следовательно, данное уравнение определяет цилиндр 
с осью на конечном расстоянии (эллиптический или гиперболический цилиндр). 
2) Для второго из данных уравнений находим:
1 1
4 0
со1
0 9 0
6 6 0
5 = 1  02 2
J.
2
1_
2 О
=  0.
Составляем матрицу D, она будет:
1 12
1
. 2 0
-  1
\
0
1 1
i
2 2 2
1 1 0 12 —  у 2
нетрудно заметить, что, вычитая из элементов второй строки соответственные 
элементы первой строки, мы получим в точности соответственные элементы 
третьей строки. Отсюда мы заключаем, что все определители 3-го порядка из 
этой матрицы обращаются в нули. Но так как матрица D содержит определи­
тели 2-го порядка, не равные нулю, то она будет ранга, равного 2, равно как 
и определитель Ь; поверхность имеет прямую центров. Составим теперь опре­
делитель:
Д =
1
1
2
1
2
0 .
1
0
1 1
. 2 2 2
1 1
0
1
2 _  2 2
0
1 1
—  1
2 2
зез
и рассмотрим те из его миноров 3-го порядка, которые не содержат трех его 
первых, строк одновременно (следовательно, содержат обязательно четвертую 
его строку). Легко проверить, что каждый из этих миноров обращается 
в нуль, остальные и подавно равны нулю. Поэтому определитель Д будет тоже 
ранга, равного 2; поверхность содержит прямую центров, находящуюся на ко­
нечном расстоянии. Итак, данное уравнение изображает поверхность, распа­
дающуюся на пару непараллельных плоскостей; действительно, его левая 
часть может быть представлена в виде произведения двух линейных множи-
ТРЛТРЙ *
(х +  у — 1) (лг — *  +  1) =  0.
3) Для третьего из данных уравнений получим:
притом все миноры 2-го порядка этого определителя будут нулями, так как 
элементы второй и третьей его строки пропорциональны элементам первой; 
определитель о имеет ранг, равный 1.
Матрица:
1 ■— 1 1
1
2
Z )~ — 1 1 ■— 1 — 1
1 — 1 1
1
2
имеет ранг, равный 2; отсюда следует, что поверхность имеет прямую центров, 
притом бесконечно удаленную. Итак, данное уравнение изображает параболи­
ческий цилиндр.
774. 1) Для первого из данных уравнений дискриминант старших коэфи- 
пиентов:
t vо
притом он ранга, равного 1, 
пропорциональны; матрица:
так как соответственные элементы его строк
D—
1 2 --3 12
2 4 -- 6 1
1 со 1
Ч
V
- 6 9 32
будет тоже ранга, равного 1, так как элементы каждой пары ее строк пропор­
циональны; поверхность имеет плоскость центров. Если мы составим опреде­
литель из всех коэфициентов данного уравнения:
1 2 — 3 12
г
2 4 — 6 1
Д =
—  3 •- 6) 9
со 'см 
1
1
2 1
3
2 4 — 12
3 6 4
то увидим, что он будет ранга, равного 2, так как элементы последней строки 
не пропорциональны всем соответственным элементам какой-либо из предыду­
щих строк, и следовательно, Д содержит определитель 2-го порядка (нижний, 
угловой):
9 - 12
3
2 12
отличный от нуля. Итак, данное уравнение изображает поверхность, имеющую 
плоскость центров, не принадлежащую самой поверхности, а потому данное 
уравнение изображает пару параллельных несовпадающих плоскостей. Действи­
тельно, данное уравнение может быть представлено в виде:
(х - f  2у — 32-|-4) (лг +  2у — 3z — 3) =  0.
2) Составляем для второго из 
коэфициентов: »
5 =
данных уравнений дискриминант старших
9 -- 3 12
С
О
(.
1 --  4
to 1- 4 16
этот определитель будет ранга, равного 1. Матрица
имеет тоже ранг, равный 1
9 - -3 12 15
D = — 3 1 --  4 — 5
12 - -4 16 20
. Наконец, определитель:
9 - -3 2 15
Д = — 3
1 -- 4  — 5
12 - -4 16 20
4 15 - -5 20 25
имеет опять ранг, равный 1. Данное уравнение изображает поверхность, 
имеющую плоскость центров, которая принадлежит самой поверхности. Следо­
вательно, данное уравнение изображает пару совпадающих плоскостей; дей­
ствительно, оно может быть представлено в виде:
(Зх —у  -}- 4z -{- 5)2 — 0.
775. I) параболоид, 2) цилиндр с осью на конечном расстоянии, 3) конус,
4) пара параллельных плоскостей, 5) центральная поверхность, 6) пара совпа­
дающих плоскостей, 7) пара непараллельных плоскостей, 8) параболический 
цилиндр.
776. Вычисляем определители Д и 8 для данного уравнения поверхности:
Д =
3 -- 2 3 — 11
— 2 ? 4 — 1
3 4~ — 1 3
— 11 -- 1 3 0
8 =
3
2
3
2
5
=  608,
3
4
4 — 1
т= — 152.
Тогда иа основании результатов § 8 преобразованное уравнение будет:
3 *а -f- 5у2 — z2 -f- 8уг -f- 6zx —• 4дгу — 4 =  0.
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7 7 7 / Вычислив определители
16 --  6 4 34
6 18 30 - -53
4 30 64 - -72
34 --5 3  --7 2 81
16 --  6 4
6 18 30
4 30 64
мы обнаружим, что каждый из них равен нулю, причем D и о ранга, равного 2; 
это обозначает, что поверхность имеет прямую центров на конечном расстоя­
нии. Вычисляя какую-нибудь пару адъюнкт с одинаковыми индексами этих 
определителей, мы получим:
/ =  Ад _  — 4 • 772 847
и 'и
или, например,
а г  ____44 012
4 • 9 • 7
— 8 • 772 
24-21
847
Уравнение поверхности, (отнесенной к новой системе координат с прежними 
направлениями осей и с'началом координат в какой-либо точке прямой ценК. 
ров, будет: '
16*2 18у2 4- 64г2 +  60yz-f Ъгк — 12ху — =  0.
778. 1) * 3 +  У2 +  Ж  — 2zx 25 =  0.
2) 2х2— z2-\-yz — zx — ху =  0, пара плоскостей.
-■ 3) х2 —у2 +  z2 +  2yz — 4zx + 1 = 0 . QO
4) 4а:2 — 18у2 +  9yz +  6zx — б ху — — =  0.У
779. Плоскость, определяемая заданным уравнением, будет диаметральною 
плоскостью, если коэфициенты ее уравнения пропорциональны коэфициентам 
уравнения (2") диаметральной плоскости, т. е. если:
+  а12>п  a^l +  +  #22^   #31/  Ч- аз2т  Ч- аззп  
А ~  В ~  С “
_ Ч- ^42  ^Ч~ Cl^ fl
~  D ;
приравнивая каждое из этих отношений вспомогательному неизвестному и и 
исключая из четырех полученных таким образом однородных уравнений не­
известные I, т , п, и, мы найдем нужное условие в виде:
а и а12 й 13 А
а2Х а 22 #23 В
a3L- а32 #33 С
а 41 а42 #43 D
=  0.
780. Угловые коэфициенты / : т  : п направления, сопряженного данной 
диаметральной плоскости, должны удовлетворять соотношениям:
Дц/ +  0.\<уп +  +  Cl 22^ 1 +  С1е$П CIqI +  Д32 Ш +  Д33Д
А “  В~ ~  СГ~
__ а\\1 Ч~ а&Р1 +  Cl^ tt
D («)
Если данная плоскость главная, то направление ей сопряженное должно 
перпендикулярно к плоскости, т. е. иметь косинусы, пропорциональные
А : В : С, а потому его угловые коэфициенты будут:
________/_________ ________т  _  п
AQn +  В9Л +  С9У1 ~  А9У2 +  £Q22 +  C9J2 ~~ А9п +  ВОР* +  CQ*з * ^
Подставляя в соотношения (а) вместо I: т :  п величины, им пропорцио­
нальные из соотношений (|3), мы получим искомые условия.
781. Речь идет о нахождении угла прямой направления I : т  : и с плоскостью:
(#i4 +  a12m +  #13#) х +  (#21/  +  #227# +  #23#) J7 +  («31/ +  аъ<>т +  а^п) z +
4~ (#41^  Н~ #42#* ~Ь #43#) “  0.
Синус этого угла <р определится по формуле:
/-f-Q^2777-f-#i3#)-r7# (<224Ч-#227#-|-#23#)~Ь#(#':н/Ч-#327#-{-#33#)81П <fz=±
У /2+ т 2+ « 2У (аи/+бг12т + а 31«)2-{-(^1/^а22/?г+й:2з'2)2+(Л31/+ Лз2^+дзз/г)2 ‘
782. Два направления сопряжены относительно какого-либо шара, если они 
взаимно перпендикулярны, поэтому условиям задачи будут удовлетворять 
пары главных направлений данной поверхности.
783. Пусть уравнения данных поверхностей будут соответственно:
#п* 2 +  #22У2 +  #зв*2 +  2#ззyz +  2aslzx +  2а^рсу 4* . . .  =  О,
+  ^22^ 2 +  £зз* 2 ”г ^^2дУг +  2^ 31 zx +  2^12л^  +  . . .  =  0;
диаметральные плоскости каждой из них, сопряженные одному и тому 
направлению, определятся уравнениями:
( # ц / -)-  #127#  +  # 1 3 # ) 4  “ Г  (#21^ +  # 2 2 # * +  # 2 3 # )  J 7 +  ( # з 4  +  #32/#  +  # 3 3 # )  2  +
Н~ #41^ ~ Г  #4 2 ^  +  # 4 3 #  =  0 *
(Ьп 1 +  Ь^т +  b^n) г  +  {b^l - г  Ь^т -(- ^23#)У  +  +  ^зз7# +  ^зз#) z “г
-j- b ^ l -f- b^otn -j- b ^ n  =  0.
Эти плоскости параллельны, если выполняются условия:
# ц /  “I-  #127#  ~I-  #13# #21^ — |~ #22^# “I-  #23# #31^ Н~ #32^# 4 "  #33#
^l4 +  Ьу^ Ш +  i^3/Z 621/ -f" ЬооГП +  2^3# +  3^2#* 4" 3^3#
приравнивая каждое из этих отношений вспомогательному неизвестному а, мы 
получим для определения / :  т  : п уравнения:
(#ц — с£ц) / 4" (#12 — а 1^з) т
^#21--a 2^l)  ^4" (#22 — 2^?) 777
(#31 — а&31) / 4- (я32 — С?632) т
(#13  —  а ^ 13) п  =  0 ,
(# 2 3  —  а ^ з з )  /г =  0 ,
(# з з  —  а^зз) п  —  0 ,
причем а определится условием:
#11 “ - з Ь п #12 “ - v b 12 # 1 3 --  a£ i3
#21 ~ - а Ь .а #22 —- #23 ~-  а^23
#31 ~-ab3l #32 ~-  obS2 #33“ - ^ з з
Последнее уравнение обращается в уравнение Бине, если за вторую из задан­
ных поверхностей выбран шар.
784. Диаметральная плоскость:
IFX 4- mFy 4- nFs =  0
будет главною плоскостью, если 1 : т : п  определяются уравнениями (при. 
условии, что ни одно из них не пропадает тождественно и они раз^чны):
(Я  11 —  $) I  4 *  (# г >  —  - ^ з )  т  +  (#13  —  5а>2) #  =  0 ,
(# 2 1  —  $<*з) ^ 4 ~  (# 2 2  —  $ )  777 4 -  (#23  —  So>i) tl = : 0 .
Исключая из трех написанных уравнений I : т  : п, мы получим уравнение- 
главной плоскости в виде:
где s
F  х Fу Fz
# 1 1 — ^  # 1 2 — ^ 3  #13 —  Sti>2
#21 —  ^^ З #22 —  & # 2 3 — ,^ 0>1
один из корней характеристического уравнения.
N
о,
3 6 7
785. Данное уравнение изображает пару плоскостей, пересекающихся по 
оси Oz\ все диаметральные плоскости такой „поверхности" должны проходить 
через ось Oz. Поэтому поверхность будет иметь лишь две диаметральных 
плоскости, сопряженных и взаимно перпендикулярных, а следовательно, и два 
главных направления, соответственно сопряженных этим плоскостям. Третье 
главное направление может быть взято просто как направление, перпендику­
лярное к каждому из двух первых; соответственным образом определится и 
третья главная плоскость, которая, однако, не будет диаметральною плоскостью. 
Характеристическое уравнение в данном случае будет:
1 — 5 0 0
0 —  k 2 ~ s 0 =  о,
0 0 — S'
его корни: ^  =  1, =» — ft2, s8 =  
вления:
0; по ним определим три главных наира
h = l , т г =  0, «1 =  0,
4  =  0,
т  —
т  2 =  1, "2 = 0 ,
/3 =  0, Щ =  о, " з =  h
а затем и три главных плоскости х  =  0, у  =  0, z =  0, из которых две первых 
будут диаметральными плоскостями поверхности, а третья — плоскость (не 
диаметральная), ортогональная к каждой из двух первых.
78S. Как известно, для координат хь уь z1 центра поверхности, мы имеем:
2 F  (xv уь ^ ) =  4 ;
с другой стороны, функция 2F (x yy,z) при изменении координат х, у, z 
может менять знак, когда она переходит через нулевое значение, т. е, когда 
соответствующая,точка М(лг; у ;  Z) попадает на самую поверхность. Поэтому
2F(x, y t z) имеет знак выражения (мы исключаем конус) для точек той
области пространства (разделенного поверхностью), в которой находится центр
д
поверхности; 2F(x, у ,  гг) имеет знак, противоположный знаку вы раж ениядля
дочек той области пространства, которая не содержит центра поверхности. 
Например, для эллипсоида:
*-2 у2 5»2
р  +  +
д ,у которого центр находится внутри поверхности, мы, очевидно, имеем у  =  — I;
поэтому левая часть написанного выше уравнения эллипсоида отрицательна 
для внутренних точек эллипсоида и положительна для внешних.
787. При решении этой задачи мы будем исходить из полярного уравне­
ния (12):
Mp3 +  2Np +  R =  О,
данного в § 3 главы XVI, где
М. =  ~ ci22p^  ~ } ~  ® з з ^ 2  ~ f ~  2cL*^ jtTiTi —f -  2 а 3 1 я /  - j -  2
N =  IFX +  mFy +  Fnz>
R =  2F{x,y , 1);
здесь M(x; y; z) — точка, через которую проведен луч направления I : т  : п, 
пересекающий поверхность в точках М* и Ма. Корнями данного уравнения 
будут:
ММх =  Рь ММ2 =  р2.
По нашему условию должно быть
МХМ
или
Но с другой стороны:
■>
исключая из трех последних соотношений pj и р2> мы получим:
4 Ш + ( 1 '— >.)а / М = 0 .  (а)
Если считать, что / :  т  \ п даны, то полученное соотношение (а) будет 
условием, которому должны удовлетворять координаты х, у, z то'чки М; оно 
будет уравнением искомого геометрического места точек Л4, делящих хорды 
Данного направления в заданном отношении. Это уравнение (<*) изображает 
некоторую новую поверхность 2-го порядка; при Х = 1  уравнение (а) будет 
изображать сдвоенную диаметральную плоскость, сопряженною данному на­
правлению I : т  : п; сдвоенной она получена потому, что в нашем выводе нет 
различия между точками и М2, и каждая точка М геометрического места 
будет являться как серединою отрезка МгМ2, так и серединою отрезка М2М^ 
788*. Пользуясь начальными соображениями предыдущего решения, мы 
опять получим соотношение:
4Ш> +  (1— \)*RM =  0, (а)
но теперь в нем мы должны рассматривать координаты х, yKz прежней точки М 
как данные, угловые же коэфициенты I : т  : п — переменными. Изменим обо­
значения и координаты данной точки назовем через хь уь гь а координаты 
какой-нибудь точки прямой направления / : т  : п, проходящей через точку 
‘(*1, Уь обозначим через х, у, z, тогда:
1 = х± т У — У \ п =
9
и нам придется соотношение (а) преобразовать подобно тому, как мы это де­
лали в § 9 главы XVI с уравнением (26). Мы найдем:
p W = > 2 F + 2 F l — 2P  
p N = P — 2F1.
Уравнение (а) примет вид:
4Х (Р — 2/^)2 +  (1 v_  Х)2 2Ft (2F  +  2Fx — 2Р) =  О, 
где ,
Р — х^х +  У?-,у +  Z?z +  tFt»
геометрически очевидно, что полученное уравнение будет изображать конус 
с вершиною в данной точке М1 (хх> уи гг).
•89. Уравнения (3') § б должны удовлетворяться координатами заданной
т о ч к и  ( — 1, -— 1, —  1); п о э т о м у : \ ■
—  а п ~ ~ «12  ~ -  «43 “ -  «14
—  «  21 —~  «2 2  —- « 2 3  И- « 2 4
—  «31 —~ «32 “ -  «33 ~Г «34
О,
Пересечение поверхности с осью Ох определяется уравнением
~Ь 2л ltx  +  а44 =  0.
как поверхность касается оси Ох в точке (1; 0; 0), то каждый из корней 
этого уравнения равен единице, следовательно:
__ ^?14 _ о
«11
«44
«11
= = 1 ,
24 Зак, 2193. — Бюшгенс О. С.
или
#11 +  #14 — О»
#п — аи =  О;
аналогично из условий касания других осей мы получим:
#22 #24 == О, #33 -f- #34 =  О,
#22 —  #44 ~  0 , #33 —  #44 == 0 .
Выпажая с помощью полученных соотношений все коэфициенты через #44, 
мы найдем:
#11 —  #22 —  #33 —  —  #23 —  —  #31 —  — а\2 —  —  #14 —  ~  #24 —  —  #34 —  #44»
а потому искомое уравнение поверхности будет:
х2-\-у2-\- z2 — 2yz — 2zx — 2*у — 2лг — 2у — 2z 1 =  0.
790. Пересечение поверхности с осью Ох определяется вообще уравне­
нием, которое получается из общего уравнения поверхности при .у =  0 и
z =  0:
а \\Х2 “Ь 2#i4^  -f- #44 =  0;
/
но в данном случае поверхность Целиком содержат ось Ох. и это уравнение 
должно удовлетворяться при всяком х, поэтому:
#11 — 0, #14 =  0, #44 =  0.
Так как поверхность содержит и ось Оу, то аналогично получим:
#22 —  0 , #24 =  о , (#44 —  0 ) ;
таким образом уравнение поверхности, содержащей оси Ох и Оуу пишется 
в виде: ? '
#зз*2 2a23yz 4" 2 #312ur -f- 2#42xy -j- 2a^z =  0.
Выразим теперь, что эти поверхность, проходит через две данных точки
(0;' 1; 1) й (1; 0; — 1); мы получим еще два условия для коэфициентов, именно:
%
#33 -J- 2#2з -f- 2#34 =  0,
#33 — 2#3i — 2 #34 =  0.
Определяя 2#23 и 2#31 через #33 и 2#34, мы напишем уравнение поверхностей, 
удовлетворяющих данным условиям, в виде:
#33*2 — (#зз 2#з4) y z +  (#зз — 2#34) zx -f- 2а^ху  +  2a^z  =  0.
Уравнения, определяющие центр какой-либо из этих поверхностей, будут:
2 #i2jy И- (#зз — 2#34) z — 0,
2# 12* — (#зз 2#^) z =  0,
(#зз — 2#34) х  — (#33 -J- 2#з4) у  +  2#33z +  2#34 — 0 ;
Исключая из этих уравнений 2#12, #зз, 2#34, мы получим уравнение геометри­
ческого места центров в виде:
или
У
х
z
Z —  Z
0 х —у  -j- 2z — х — у-\- 1
=  0
z ( 2yz — 2zx -j- 4xy — x  —у) — 0.
He считая того случая, когда рассматриваемые поверхности распадаются 
на пары плоскостей, пересекающихся но прямым, лежащим в плоскости я —1Ф 
место центров будет:
2yz т~ 7 z x Аху — х  •—у  — 0.
791. Если первая плоскость сопряжена направлению / : т :  п, тогда:
a x J  Ч~ a 12m  ~f~ #13# __ #21  ^~4~ #22w Ч~ #21# _  #3i/ -f- #32#г j -  #33# #
%  V \  ' и \  '
это направление параллельно второй плоскости при условии:
+  v2m +  Щп =  0.
Приравнивая каждое из написанных выше соотношений вспомогательному 
переменному с и исключая 1 :т :п :а  из уравнений:
fljl/ -j~ 0,^ 171 —|— CL\^ l — — 0,
a2iI +  а22т  а2&п — avl — 0»
«31^  +  — aWi =  °>
ivj, -)- v2m +  w2rt =  0,
мы и получим условие сопряженности двух плоскостей в виде:
ап а12 ап
а21 а22 а23
а31 а32 а33
и2 V2 w 2
*1
щ
о
=  0
К главе XVIII.
792. Пусть ML(хх; уг; zt) и М2(х2; у2: z2) — abc полярно-сопряженные 
точки, а М! и №' — две точки пересечения прямой М\М2 с данною поверх­
ностью; в таком случае расстояния р' =  М±МГ и р" =  MtM" будут корнями 
полярного уравнения поверхности:
Мр2 +  2Np +  Я =  0,
и следовательно:
Назовем расстояние через р; тогда, так как четыре точки Mlf М2, М
М!9 образуют гармоническую четверку, то (§ 3 гл. XIII):
1 = 1 + 1
р ?' ^  р" -
или
2 _ Р/ +  Р//
РУ'
подставляя сюда значения р' -f р" и р'р'7. найдем:
1 N_
Я
или же подробнее:
Р (IF х \ +  / я /71л +  n F s i )  +  (2Z7 (л * , _yls % ) =  0 .
Заменяя теперь
pl ==x2 — xjf pm==y2~ y lt pn ~ Z 2 — *i*
после, небольших преобразований мы и получим условие (б'') сопряженности 
двух данных точек.
793. Условие сопряженности двух точек (.г, у, z) и Ск'. у \  zr) относительно 
Заданной поверхности напишется в виде: ’ *  ~ •
XX' , уу* , zz'-— I —-л л 1 =  0.
24* 371
Таким образом координаты х, у, z точки полярно-сопряженной с каждой 
из трех заданных точек, определяются из условий:
^  +  ^ - 1 = 0  В ' С '
ах , cz
~Л ' ~с
а х . by
разрешая эти уравнения, мы найдем:
, 4
1 - 0 ,
1 -  С;
В
794. 1) хх =
2) ^  =
X = 2а’ У 2У г  =
Ли Bv Cw
р ’ * =  -~ ~ р '  Z l ~  ~ d  ’
Ли Bv v
W ’ ~ §
Ъ* г* II •
С_
2 с
795. Полярные плоскости:
(xr +  pi') Fx -|- (у  у  rjtn') F у +  (z''+  рп') Fz +  t'Ft =  0 
точек (х/ -f- р1/шу Уг ~г,рт'; z' -f- рп') первой прямой пересекаются по прямой,
изображаемой уравнениями:
* ‘F m +  У  Fy  +  +  *  F t =  0 ,
FFx +  m'Fy +  n'Fz =  0
или же уравнениями:
xFx’ +  yFу' ~h z F +  tFv ~  0,
al2m' -г ann') +  у {a2Xl' +  a^m' -f a2bn') +
{axxlr -- a^m' -j- a4%n') =  0.
x (aLXP 
z (anF +  a^mr +  a&n')
Эта последняя прямая и должна совпадать со второю из данных прямых; 
поэтому двум предыдущим уравнениям должны удовлетворять координаты 
х" +  pl",y".+  pm", z,r -J- рп" любой точки второй прямой (при произвольном р). 
Выразив это последнее требование, мы получим четыре условия:
* ? F«  +  ? Ftf +  Z"F?; +  t"F r =  0,
l"Fx, -4 m"Fy, +  n"Fz, = 0 ,
L'FX„ ,-j- m'Fy,, +  n'Fz,, — 0,
C ( l ', l " )~  0.
Последнее из них записано сокращенно ща основании соглашения § 2 
главы XVII. Более симметричный результат мы получили бы (притом, очевид­
ный), если бы первую прямую мы задали уравнениями:
ихх -f vty -}- wxz +  p\t — 0, 
iiox +  v2y +  w2z -)- p2t — 0, '
а вторую уравнениями:
ЩХ у  ЩУ
и4х v4y
Щ* +  / ¥ *  =  
w4z -f- p4t — 0.
w -
Тогда условия полярной сопряженности этих прямых напишутся в виде:
Щфих +  V^ v x +  х + ^ з ф pt =  0,
U^ u 2 +  v3®v2 +  Щ® и>2 “Ь Р$Фр2 ~  0»
М ц  + * & v x +  wx +  Рл % х =  0,
Н- „2 +  ®4Ф Щ +  =  0-
796. Вершина какого-либо конуса, описанного около данного шара, нахо­
дится на прямой, проходящей через центр шара перпендикулярно к плоскости
3 7 2
касания конуса с шаром; отсюда легко видеть, чю полярная плоскость какой- 
либо точки относительно шара перпендикулярна к прямой, соединяющей центр 
шара с данной точкой. Пусть теперь нам дана какая-нибудь прямая 1'\ прове­
дем через нее и центр шара плоскость а; тогда полярные плоскости различных 
точек прямой V будут перпендикулярны к плоскости а, следовательно, пере­
секутся между собой на прямой перпендикулярной как к плоскости а, так 
и к прямой но прямая I" и есть прямая, полярно-сопряженная прямой
Тот же результат можно получить на основании решения предыдущей 
задачи. Последнее и$ полученных там условий, именно условие:
С (/',/") =  О,
для шара равносильно условию перпендикулярности двух прямых.
797. Указанное свойство есть следствие свойства взаимности полярно-со­
пряженных точек: если полярная плоскость одной из двух точек проходит че­
рез другую, то полярная плоскость второй точки проходит через первую. 
В самом деле пусть вершины одного тетраэдра будут А, В, С, D, его противо­
лежащие грани У, (3', у', &'» вершины второго тетраэдра А', В 'С Г У ,  его 
противолежащие грани а, ,3, у, о; нам дано, что грани второго тетраэдра а, 6, 
у, Ь, являются полярными плоскостями вершин А, В, С, D первого тетраэдра.
Вершина А' является пересечением плоскостей j3, у,  о ,  поэтому ее поляр­
ною плоскостью будет плоскость а', содержащая полюсы В, С, D этих плоско­
стей; аналогичное получим и для других вершин второго тетраэдра.
798. Однородные координаты бесконечно удаленной вершины тетраэдра, 
расположенной на оси Ох, можно взять в виде (1; 0; 0; 0); полярная плоскость 
этой точки изобразится уравнением:
или уравнением:
'ai\X ~ Ь  а12,-У ~ Ь  # 1 3 2 - } -  =  0 ;
но эта плоскость должна быть координатной плоскостьюyOz. уравнение которой:
х =  0,
поэтому необходимо, чтобы:
#12 = =  #13 = =  #14 —  Ф
аналогично, рассматривая другие бесконечно удаленные вершины тетраэдра, 
расположенные на осях Оу и Oz, мы получим условия:
#21 —  #23 —'# 2 4  —  0 ,  
#31 = =  #32 =  #34 —  0 *
Тогда уравнение поверхности напишется в виде:
# 1 1 ^ 2 +  #  22.У2 +  # 3 3 *2 +  #44^2 ==
причем начало координат (центр) будет полюсом четвертой грани тетраэдра, 
именно, бесконечно удаленной плоскости.
799. Касательная плоскость к поверхности S/ в ее точке (х/, у \ zr) изобра­
зится уравнением:
А' С'
Уравнение полярной плоскости точкй (лгх, уь zx) относительно i поверхности S 
будет:
ххх I УУх , zzx 
А ' В ' С 1 =  0.
Если эти две плоскости тождественны, тогда:
х' у '  z*
~77 _  СГ — 1
*L  —
А В С
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точка М' принадлежит поверхности S', поэтому:
Xr2 «/2 Zr 2 
2 ____ L . Z ____ L  _ ______ 1 = 0
(P)
Исключая из уравнений (а) и ((3) координаты хг, у', г \  мы получим Усло­
вие, которому должны удовлетворять координаты х\, ух. zx полюса (относи­
тельно S) произвольной касательной плоскости поверхности S', т. е. получим 
уравнение:
^ + * w + ! a i _ 1 „ 0,
А2 ■ В2 С2 9
которое и будет уравнением искомой поверхности S".
.г
( * )
К главе XIX.
У 5 *> I n I 3 -j— У  5 0
г - - - - - *  +  У 2 Н----- Цц1---  z 2 - 25 л—- =  0; эллипсоид.4:
1 =  0; однополостный гиперболоид.
800. 1) —
S, * + £ £ ■ , . _
' 3) х2 +  (У*5 + 2 )  У2 — (У1Г — 2) z2 +  4 =  0; двуполостный гиперболоид.
4) Характеристическое уравнение — ^  +  9s2 — s +  22 =  0 согласно при-
п А 01знаку Декарта имеет три положительных корня; отношение — =  — тоже по-
о 22
ложительно, поэтому данное уравнение изображает мнимую поверхность.
УТА — 35) хг +  1Q 4 +  3 »« z2 =  0; конус.2 2 
1 '3  4801. 1) =  л:2 +  у2 -j- тг z2— — =  0; эллипсоид. Как находятся главные
Z Z о
плоскости, см. решение задачи 784; в данном случае они будут: х — у-\- 2 — 0Г
4 2Злг +  +  2 =  0, г = 0 ;  координаты центра (— , 0).
1 12) — л:2 — у  у2 -f- z2 1 == 0; однополостный гиперболоид. Центр (0; 0; 0),
главная плоскость х +  У 4- 2 =  0, две других неопределенны, так как по­
верхность представляет собой поверхность вращения.
6802. 1) Зл2 5у2 =  z\ эллиптический параболоид.
у  5
Г  2
2) 7л:2 — 2у2= 4  у у  г:; гиперболический параболоид.
M 3Y j ^ ± 3 ) x ! _ ( V ^ ) y , t e гиперболический параболоид.
Две его главных плоскости:
(L5 +  ЬУ Щ у — (23 +  .21/26)г +  1 — /2 6  =  0 и 
(15 — 5 У26)> — (23 — 2 /2 6 )  г +  1 +  / 2 6  =  0;
третья плоскость будет бесконечно-удаленной плоскостью.
804. 1) 14л2 +  75у2 — 1 = 0 ; 2) 50л2 — 11 у2 — 13 =  0.
805. 1) Пара плоскостей: (х - f  2у +  3* +• 4) (Зл — 2у +  z — 6) =  0. 
2) Пара плоскостей: (4л +  Зу — Ьг-\- 6) (Зл — 5^ +  4z — 8) =  0.
806. 1) Параболический цилиндр.
4л г +  2
------- Л ■
) • = 13
Зл — 5у +  3* +  4 
У 43 ) •
2) Пара параллельных плоскостей
(2х — Ту +  z +  1) (2л: — Ту +  г -{- 3) =  0.
'  *  Л
3) Пара совпадающих плоскостей:
(4л* +  3 y + \0 z  +  7)2 =  0.
807. Из десяти соотношений, связывающих старые и новые коэфидиенты 
первоначального и преобразованного уравжний поверхности, надо исключить 
три параметра поворота осей; таким образом мы должны получить семь 
инвариантов.
Эти семь инвариантов будут: 1) 1Ь /2, /3, /4 и 2) отношения трех козфи- 
циентов уравнения с s
aLl — s cl\2 — S(sis ai3 — sa>2 au
—  ^<^3 #22 —  S  #23 — ' #24
Я31~*£ш2 ^32— a33 — S a34
a 41 a \2 #43 #44
«
к четвертому.
808. Так к^ак за начало координат берется точка на поверхностиt то 
аи =  0; далее оси взяты по главным направлениям, поэтому a2S =  0, а’31 =  0,
а 12 =  0. Если поверхность с центром в определенной точке (на конечном рас­
стоянии или бесконечно удаленной точке), то можно'считать, что центр распо­
ложен на оси Oz, тогда #14 =  0, #24 =  0.
Коэфициент а^  определится с помощью четвертого инварианта из соот- 
* ношения:
U ~  1^$2#з42-
809. Если мы сравним выражения инвариантов по первоначальному и пре­
образованному уравнению, то мы получим:
ап (1 — ш-2) -|- а22 (1 _  ю;2) +  <4,(1 — ш'32)
А =  а '
Г Г  9  1 9  1
г #22^33 #33#11 I #ll#22
h =  : of : ’
9  9 1 9 1 9  9
#11#22#33 a i \ a 22a 33 a 4rl~
/3=  cy ’ h — Qf
\
Терепь видно, что, считая коэфидиенты преобразованного уравнения данными, 
мы для трех косинусов а>4, (i>2, а>3 новых углов имеем собственно два уравне­
ния, например:
«и  (1 — *2 )  +  <4 (1 -  «:/) +  (1 -  ш32) =в а а 22а 38 /
Д 11а 22а 33
из которых эти все три косинуса не могут быть определены. Когда дано пре­
образованное уравнение:,
апх2 +  а2ъУ2 4 “ азз^ +  аи ~  ®
без указания, к какой координатной системе оно отнесено, то геометрически 
это означает, что оно относится к какой-то тройке сопряженных попарно диа­
метров, для каждого из которых дана его длина, ибо, например, при у  =  0.
375
2 =  0 мы получим 2 х =  Л / __^^следовательно, как показывает пр%дыдущ
V а'п
соображение, таких троек мы можем подобрать бесчисленное множество.
810. Уравнение поверхности, отнесенное к равным и сопряженным диамет­
рам, может быть написано в виде:
•S ( * 2 + У 2 +  г 2) +  « 4 4  =  0 ;
поэтому из уравнений:
найдем:
Длина полудиаметра будет:
»
К главе XX.
812. Так как соотношение x r =  ах  -f- b должно при х  =  0 давать х ' =  0, то 
необходимо, чтобы Ь — 0. Следовательно, искомое преобразование будет:
х ' ~  ах ,
где коэфициент а может иметь любое значение.
813. Из условий:
х \  =  а л  +  К У у +  Сц У[ =  Ч х у +  Ь2У у +  *2. 
х \  — й\Х% +  У2 +  У 2 =  а2х 2 “Ь 2^ У 2 "I" с21 
х/в =  ахх 3 +  +  СУ) Уз — а2х з +  2^ .Уз Ф" сг
мы найдем для аь blf сь а2, Ь2, с2 конечные определенные значения, так как 
по предположению точки М2, М3 не лежат на одной‘прямой и
*1 Л  1 
У г У г 1 
*з  Ж  1
Ф.О.
По теореме о перемножении определителей, имеем:
* 1 У у 1 JCy У у 1 ay h Су
X2 У'2 1 x 2
i « У 2 1 • Ч Ь г С2
X 3 У з
*
1 x 3 Уз 1 0 0 1
Так как по условию три точки AT, М'п. М' тоже не лежат на одной 
прямой, то предыдущее соотношение показывает, что
0^2 — а 2 Ь У ф 0,
т. е. что полученное выше преобразование обратимо.
815. Из соотношений:
сх +.А?
а х -k b '
cxi -4" d
iax1 +  b' 
cx2-\-d
ax2 +  b *
e*B +  d
ax3-\-b
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следует:
х' — х[ • 
х2 — х'
(be — ad) (х —- xj) 
(ах +  Ь) (ахг Ь) ’
(Ьс — ad) (х2 — х) 
(ах2 +  Ъ) (ах +  Ь) ’
г / (Ьс — ad) (х3 — х4) 
(ахн 4- Ь) (ахх 4- Ь) 
(be — ad) (х2 — х3) 
(ах2 +  Ь) (ахз 4- Ь) ’
разделив первое соотношение на второе и третье на четвертое, мы получим;
х х\ йх2 Н- Р х  х^
4 — х' ахх-\-Ь х 2 х 9
/ г
fa ~  x i __ ах2 4- Ь ' х8 — х } 
xi — ЛХА +  ^;S ч
Наконец, разделив первое из этих соотношений на второе, мы оконча­
тельно исключим параметры a \b \c \d  и получим:
Г
—  Х 1 4
J
— X
9 • г 1
х 2 —  X х2— X
Г с
2 = — ,  х *  а 6 -------- - оо,
х х\ . -Уз '— х\
з -У2 —  х Ху 'Уз
, d
816. xt =  j ,
822. Указанное преобразование изображается 
относительно девяти коэфициентов:
функциями однородными
и 1) 1^» 1^» 
a2t Ь2> c2t
«3» 3^» «8.
поэтому его существенными параметрами будут отношения восьми из этих 
коэфициентов к девятому.
Уравнение прямой
А 'х '+ В 'у '  4- &  — О
преобразуется в уравнение:
А' (а±х 4- Ь^у 4~ Cj) 4~ Вг (и2х 4- Ь2у 4~ с2) 4- С' (а^х 4- Ь%у 4~ с$) — О
*
ил и
(А*а \ 4- В 'а2 +  С'а3) х 4~ (А'Ь* 4~ В'Ь2 4- С'Ь3) у 4~
4- А'с{ 4- В'с2 +  С 'сз=  О,
т. е. в уравнение прямой.
82$. Обозначим значения знаменателей преобразования для координат каждой 
из данных точек через at, a2, a3, a4; тогда для определения отношений коэфи­
циентов преобразования через координаты четырех пар собственных точек нам 
придется решить уравнения:
а1х1 +  \^У\. +  С1 =  'У^ Н а2х1 +  &чУ1 4~ с2— -Vi7l’ 
&\Х2 4~ 1^^ 2 С1 ~  0%Х2 4" Ь2у2 +  С2=  У2а2*
а1х3 +  ^Уз +  -Уза3> а2х3 +  &2УЗ +  С2
а\х4 +  Ь\У± 4-^1 =  х&4> Д9Х4 4~ 2^^ 4 +  С2
агх2
«з-Уз
й ЗХ4
h  Ух 4- з^
^ з У '2 С3
&зУз
h  У4
с*
сз
Siз*
4*
Теперь видно, что для искомых отношений коэфициентов мы получим 
конечные определенные значения, если ни один из определителей 3-го по-
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рядка матрицы
XL У1 1
х2 Уг 1
х3 Уз 1
х4 У4 1
не обращается в нуль, т. е. если никакая тройка точек из данной четверки 
Mi, М2, М3, М4 не лежит на одной прямой. Чтобы искомое преобразование 
было обратимым, необходимо также, чтобы матрица
1
Х1
Г
Л 1
9х<>& Уг 1
9 9
1хз Уз
t
Х4:
/
У* 1
была ранга, равного 3, т. е. чтобы из соответствующих четырех точек М\,
М'2, М4l никакая тройка не попадала на одну прямую.
824. Преобразование, обратное аффинному, будет, очевидно, тоже аффинным; 
далее, если мы после аффинного преобразования:
х" =  а[х' +  1)4уг +  cv 
У" ~  а2Х' +  2^ У' “Ь С&
произведем аффинйое преобразование:
сь
то получим преобразование:
I
X" =  а[ (ахх +  Ъху  +  с,) +  b[ (а2х +  b2y  +  с2) +  cv
У” =  а2 (ахх +  bjy +  с,) +  b'2 (а^х +  Ь2у  +  с2) +  с2,
т. е. тоже аффинное. Эти два свойства аффинных преобразований и позволяют 
заключить, что рассматриваемые преобразования составляют группу.
825. Задача решается аналогично предыдущей.
828. Разделив соотношение (11) на * , * получим:
Вх' +  D =  0,
оттуда, полагая, что х неограниченно растет, получим в пределе абсциссу
„ * С В .углавной точки второго ряда ;г00 = --- -т\ аналогично получим х^  — ----Вне-
/ г  / г
сем теперь в соотношение (11) вместо В и С их значения через найденные 
абсциссы главных точек. Мы можем его привести его к виду:
Ах (х' — х‘ ) — Ахх  (хг — ) — Ах^х' +  D =  0
или же к виду:
W — аг'оо) (х о^о) =
BC — AD 
Л*
Называя для соответствующий точек абсциссы, отсчитанные в каждом 
чае от главной точки, через и т. е. п^агая:
слу-
СО е =  лг о о *
мы и получим соотношение проективности:
BC— AD■ ? С = ----------Л2
указанное выше.
829. Абсцисса середины расстояния главных точек для преобразования
Ахх' +  Вх' +  Сх +  D =  О
будет:
1 , , ' ч 1 / В С \ _  В +  С
2 • (*«> +  -^ со) 2 \  /4 Л/ 2Л ’
абсциссы и дг2 двойных точек определятся уравнением:
поэтому
A *2-f {B +  C)x +  D =  0, 
iy (Х[ ~f * 2) = -----— •
830. а) Преобразование
Ахх' +  Вх' +  Сх +  D =  0
дает для точки дг соответствующую точку х'\ если это инволюция, то точке 
хт должна соответствовать точка х, поэтому
Ахх' +  Вх Сх' +  D =  0.
Вычитая из первого соотношения второе, мы найдем, что в этом случае В — С.
b) Из условия В — С следует, что х^ — х ^ т .  е. главные точки совпадают-
c) Допустим для простоты, что центр инволюции принят за начало коор­
динат, тогда инволюционное соответствие изобразится соотношением:
ее' =  т ,
а его двойные точки будут иметь абсциссы £t =  У т  и е2= ^ — Y т.  Нетрудно
теперь проверить, что точки Af2(?2)
моническую четверку.
d) Когда даны абсциссы хх, xv х& х2 двух пар соответственных точек, то 
могут быть определены отношения коэфициентов соотношения:
Ахх' -f- В (х +  х') +  D =  0,
, Af(£) и М' J образуют гар-
устанавливающего инволюционное соответствие.
831. Координаты точки, не изменяющейся при аффинном преобразовании 
(6) определятся из уравнений:
\
х =  ахх  -j~Ьту +  cv 
у =  а2х +  Ъ%у +
эта точка будет на конечном расстоянии, если
ахЬ%— — ах— —|— 1 =4= 0.
Прямая, изображаемая уравнением:
Ах' +  By' +  С =  0,
при аффинном преобразовании (б) перейдет в прямую, изображаемую урав­
нением:
А (ахх  +  Ьху - f  ci) +  В (а ^  +  Ь%у +  с3) - f  С == 0;
если мы хотим, чтобы преобразованная прямая совпадала с первоначальною, 
мы должны удовлетворить условиям:
* N
Actx -f- В и 2 АЬХ -j- Bb% Асх -{“ -j- С
А =  ~В =  С
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С равнивая два первых выражения, мы получим квадратное уравнение:
а, ( д ) 2 +  («1 -  h) ^  — *i =  0
Л
для определения углового коэфициента k =
тельно, два решения).
832. Прямая, изображаемая уравнением:
Ах' +  By' +  С
В-д искомой прямой (следова­
л о ,
проективно преобразуется в прямую, изображаемую уравнением:
А (агх +  b±y +  Ci) +  В (а%к +  Ь^у.+  с2) +  С (а%х +  Ь3у с3) =  0;
для тождественности последней с первой необходимы (и достаточны) уоловия:
Аа 1 —}~ Ва2 т}~ Са^ Ab± -|- Bb2 -J- СЬ§ Ас  ^—}- Вс2 4~ Сс%
А “  В “  С '
Обозначая каждое из этих равных отношений через и, мы получим для опре­
деления отношений А: В: С уравнения:
откуда следует, что
Л(а,-— и) -}- Вй2 -J- Са3 — 0,
АЬХ-- В (Ь% — и) СЬз =  0,
м“ Л?2-4“ £  (*8 ~- и) =  0,
а± — и #2 #3
ь1 Ьо — и h
«1 С* «2— «
т. е. и удовлетворяет уравнению 3-й степени, что и дает нам три искомых 
прямых.
833. См. решение упражнения 824.
834. См. решение упражнения 824.
К главе XXI.
835. Если форму /  преобразовать указанной подстановкой (24), то коэ- 
фициенты, например, а и а_ преобразованной формулы / '  получат значения
ап  == # И а12 4 “ #22?12 4 “ #33?12 4 ~  2 # 2 3 ? lY l 4 “  2 # 3 lT l« l  4 “ 2a l%al$l>
ащ =  #11а 2сс3 4~  #22р2?3 4 “ #33*Г2Тз +  #23 (Р2Т3 4 “ РзТ?) 4~  #31 (Т2а 3 4~  Т з® 2^ 4“
+  #12 («А  +  a3fe)>
остальные коэфициенты а' а' а' а' получаются из указанных круговою
оо 31 12 *
перестановкою номеров 1, 2, 3 у коэфициентов ait Ym подстановки.
Теперь нетрудно проверить, что, умножая дискриминант начальной формы 
на квадрат определителя подстановки, мы получим дискриминант преобразо­
ванной формы.
839. Направления искомых прямых определятся уравнением (27) или урав­
нением:
#11 4~  #12^ #21 4~  #22^ Q.
+  by2k Ь21 +  b<gjk
полагая k =  ^  , мы получим уравнение самих прямых в виде:
• 1 . »
#11^+#12^ #21^+#2аУ 
Ьпх +  Ь12у Ьых+Ьыу (27')
•
 •
Обозначая левые части уравнений (26) через /  и ср, мы можем последнее 
уравнение представить в виде:
а /  а /
дх ду
аср аср
Определитель
дх ду
=  0.
а /  а /
ад: ау/
аср аср
ах ау/
( Y ' )
называется функциональным определителем или определителем Якоби (короче 
„якобиан") для двух функций; т#Ким образом мы скажем, что уравнение двух 
прямых, гармонически разделяющих каждую пару прямых / =  0 и ср =  0, 
получится, если мы приравняем нулю якобиан двух квадратичных форм /  и ср.
840. Возьмем две точки МХ(1Х \ т х\п{) и ЛТ2 (/2: т > : п2), лежащие соответ­
ственно на данных лучах, и две точки
л яг (h  4~ ^4 . mi +  к'т-1. ni +  Ь'П'А
V 1 +  X ' ’ 1 + ) /  1 1 +  V  7  ’
л/Г// +  ^ 4  . rnl +  !'f/tTI o . +  К'п2\  .
V 1 + л "  ’ 1 + > /' ’ !+■ >/' у *
две последние точки, очевидно, лежат на одной прямой с точками Мх и М2.
. Ангармоническое отношение четырех выбранных точек (а следовательно, 
и четырех лучей ОМь ОЛТ2, ОМ\ ОМ") будет равно
хг — хх х" — хх  >/ #
дг2 — л:' : дг2 — X" ~  У' ;
если четыре выбранных луча ОЛТА, ОЛТ2, ОМг, ОЛТ'7, лежащие в одной плоскости, 
образуют гармоническую четверку, тогда
или
Если мы теперь потребуем, чтобы лучи ОМ' и ОЛТ" или, что все равно, 
точки Мг и ЛТ" лежали на данном конусе (28), то мы найдем, что )/ и )/' 
должны быть корнями квадратного уравнения:
(йи42 4~ #22wi2 4~ з^зл12 4~ 2а2з/л1л1 4~ 2д31/г1/1 -f- 2д12^1/г/1)
4“ 2Х [^ И44 4~ 2^2т 1т 2 +  ~Ь я23 4~ m^ l) 4~
+  Я31 (#l44“ ^ 2;i) 4“ 1^2(4W2+ 4wl)| 4~
А-1 ^ 2 2 ^ 2 ^  ^ 3 3 ^ 2  2 - ^ 2 3 ^ 2 ^ 2  2 f l i 2 ^ 2 ^ 2 )  =  &4%
Таким образом, чтобы лучи ОЛТ! и ОЛТ» с образующими конуса ОЛТ н ОЛТ" 
составляли гармоническую четцерку, необходимо выполнение условия:
«и44 4“ а22т 1т 2 ~\~ а33п1п2 ~Г а2г(т 1п2 4~ m2nl) 4~ Д31 (nl4 4~ Л24) 4“
4~ #12 (4#*2 4- 4'«l) == 0.
Такие два луча ОЛТ! и ОЛТ3 короче будем называть гармонически-сопряженными 
относительно данного конуса. Луч /2: /и2: /?2, гармонияескн-сопряженный с лу­
чом / i : /Я!: /?1 относительно данного црнуса, удовлетворяет условию:
(#и4 +  i^2wi 4~ #is”i) 4 4~ (#2i4 4~ 2^2^ 14“ а&п\)щ  4~
4~ (#3i4 4~ 3^2^ 1 4- amrh)
3 8 1
т. е. лежит в плоскости, изображаемой уравнением:
( < W i  +  гЩ  +  " I 8 « i )  X +  ( < W i  +  ОгзЩ +  a,a nt)y-j-
“Г (вм4 +  a32ml +  e83nl) 2 =  0
или уравнением:
V
д х ~Ь Щ
если 2 / = 0  есть уравнение данного конуса (28). Указанную плоскость можно 
назвать плоскостью, гармонически-сопряженною с лучом 11: т 1: п± относи­
тельно заданного конуса в том смысле, что каждый луч этой плоскости^ 
выходящий из начала координат, будет гармонически сопряжен с лучом 
/х ; т 1: пг относительно конуса.
841. Луч гармонически-сопряженный с лучом относительно
^каждого из данных конусов определится пересечением двух плоскостей:
(диЛ +  я i2wi +  х  +  (а 2\.к +  ^22^1 +  ^23^ 1) У +
~Ь (%i i^ +  #32^ *1 +  2 —
(^ 11^ 1 +  1^2^ 1 +  1^3 ^ l) х  +  (^ 2 1 +  2^2^ 1 +  +
+  (^ 31^ 1 +  3^3^ 1) 2 — О*
843. Допустим, что мы имеем п переменных лК1), х(2\  jc(8), . 
квадратичную форму:
i =  n к =  п
2jp =  2  2  au x(i) х<к) («Л =  a hi)
i =  l k =  l
х(п), тогда
будем символически записывать в виде:
2 F =  а{%х(*)х(*),
подразумевая, что каждый раз, как в каком-либо произведении дважды встре­
чается один и тот же индекс (один раз внизу, другой раз вверху), мы должны 
брать сумму аналогичных произведений, давая индексу все значения от-1 до п. 
Пользуясь этим символическим обозначением, мы линейно_однородн>ю
подстановку вместо аргументов лК1*), лг(2) , . . х(п) новых аргументов х  х  2^\  . . .
х  изобразим в виде:
*(<) =  OipX . (а)
Указанной заменой данная форма 2F  преобразуется к виду:
2^ =  ашагр х (Р ) а к “  (я).ар х  *
обозначав ч^рез aik коэфициенты преобразованной формы, мы найдем:
а%Щ — °ikaipc^q *
' Определитель из коэфициентов а^к данной формы, в которой каждый коэ- 
фициент ставится в строке, соответствующей его первому индексу, и в столбце, 
соответствующем его второму индексу, назовем дискриминантом формы и 
коротко обозначим через
а — К * | ;
относительно определителя подстановки (а)
а =  К1
i  '
будем предполагать, что он отличен от нуля (для обратимости подстановки). 
Умножая теперь определитель а  на определитель а мы получим:
а • а == аы * ак | — I скр\ •
где по правилу перемножения определителей
скр,== ая£^ р\
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полученный результат умножим еще раз на определитель а, тогда
аа2 =  | %> | • | | =  | скРа\  | ;
но элементы полученного определителя дают коэфициенты преобразованной 
формы, ибо
скр aq — aikap aq ~  аРйш
Следовательно,
аа2 — а,
что как раз и требовалось доказать.
844. Пусть даны две квадратичных формы:
/ =  aikx(*)x&), ср =  bikxd)A:(*);
. при линейной подстановке (а) они перейдут в формы:
' 7 = в а г « 7 < ‘ >;
поэтому форма / — подстановкой (а) преобразуется в форму / — s<р.
На основании предыдущей теоремы мы заключим, что, если значение ^ 
выбрано так, чтобы дискриминант формы / —scp обращался в нуль:
I агк — ^ *1 = 0 »  (Р)'
то при таком же значении s обращается в нуль и дискриминант
I # ik ^ гк  1 “  ^
преобразованной формы /  — sy. Иначе говоря, уравнение (Р) инвариантно при 
линейной однородной замене переменных в данных формах, т. е. отношения 
коэфициентов уравнения ((3) друг к др^гу будут* совместными инвариантами 
двух данных форм /  и <р.
К главе XXII.
845. Пусть прямая HN, изображаемая уравнением и =  0, пересекает сто­
роны ВС, СА, АВ (черт. 192) данного треугольника (или их продолжен- я> 
соответственно в точках А' , В', С'; обозначим соответственно через uh и2, % 
результаты подстановки в левую часть и координат вершин треугольника;
тогд а по ф ормуле (1) Найдем:
В А' и2 СВ' Щ АС ut
А'С~~ ид'
<
В 'А ~
•А V а в ~ и2
откуда почленным перемножением всех отношений получим указанный ре­
зультат.
846. Какая-либо прямая, проходя­
щая через точку пересечение двух дан­
ных прямых, изобразится уравнением:
и — mv =  0.
Черт. 192. Черт. 193.
Выберем цз этого пучка прямую, проходящую через точку М\ тогда 
координаты этой последней должны удовлетворять этому уравнению, следова-
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тельно:
и' — mv' — О,
если через и' и v' обозначить результаты подстановки координат точки М! 
в левые части уравнений двух данных прямых. Определяя т  из последнего 
уравнения и подставляя его значение в уравнение и — mv — 0, мы получим 
уравнение искомой прямой в виде (2).
847. Возьмем какой-нибудь треугольник АВС, уравнения сторон которого 
ВС, СА, АВ будут соответственно
и =  О, 
v — О, 
w — О,
и какую-нибудь точку М! (черт. 193). Через каждую из вершин треугольника 
и точку М! проведем прямые АМ', ВМ', СМ'\ эти прямые изобразим урав­
нениями:
(AM')
(ВМ')
(СМ')
v w
v ':
IIIs
W и
w' V' "■
и V
777 777
Пусть построенные прямые пересекают стороны ВС, СА, АВ в точках 
А", В", С"; тогда, отмечая нижним индексом результат подстановки в выра­
жения и, v, w координат той или другой вершины и применяя формулу (1) 
sc каждой из прямых AM', ЦМ' , СМ', мы найдем:
V2 w2
BA"
•  —  - --
' V' w'
\
А" С «8 Щ "
•
V' w'
w3 Щ
СВ" w' ur
В"А ~ Wi « 1 1
w' и/
lh *
АС" , и' v'
С"В «2- V* ■
«1
Предыдущие выражения упрощаются, если принять во внимание, что 
вершины В и Съежат на прямой а =  0, поэтому каждый из результатов под­
становки координат второй или третьей вершины в левую часть уравнения 
первой стороны треугольника ВС (т. е. наши выражения а2 и щ) будут нулями; 
аналогичное значение мы должны сделать и относительно других выражений,
индекс которых не совпадает с номером буквы. Итак:
'  -  . >
и2 =  щ  = =  J ) ,
03 =  ^1.= О,
w v == Wo. — 0.
Вследствие этого найденные/выше выражения для отношений упростятся:
BA" CB" “i - .
A"C v' ’ wf ’ B'" A a / * «'■  ’ г;' ‘
384
п е р е м н о ж а я  э т и  р а в е н с т в а ,  м ы  о к о н ч а т е л ь н о  п о л у ч и м :
В А" СВ" АС" _
А"С  * В"А ' ~
8 4 8 .  П у с т ь  н а ч а л о  к о о р д и н а т  л е ж и т  в н у т р и  т р е у г о л ь н и к а ,  с т о р о н ы  к о т о ­
р о г о  и з о б р а ж а ю т с я  н о р м а л ь н ы м и  у р а в н е н и я м и :
а =  0, р =  0, у =  0;
т о г д а  у р а в н е н и я  т р е х  в н у т р е н н и х  б и с с е к т р и с  б у д у т :
р — Y = 0, y — а =  0, а — (3 = 0.
В  с и л у  т о ж д е с т в а
(Р — f) +  (*( — “) +  («—Р)=о
м ы  з а к л ю ч а е м ,  ч т о  у к а з а н н ы е  т р и  б и с с е к т р и с ы  п е р е с е к а ю т е я  в  о д н о й  т о ч к е .  
Д в е  в н е ш н и х  и  т р е т ь я  в н у т р е н н я я  б и с с е к т р и с ы  и з о б р а з я т с я  у р а в н е н и я м и :
P +  Y =  °> 7 -|- а =  0, а — р =  0;
Черт. 194.
о н и  о п я т ь  п е р е с е к а ю т с я  в  о д н о й  т о ч к е ,  и б о
(Р +  т) — (Т +  а) +  (а Р)=0.
8 5 0 .  Р а с с м о т р и м  с н а ч а л а  т а к о е  п о л о ж е н и е  п р я м о й  y  п у ч к а ,  к о г д а  о н а  
л е ж и т  в  у г л е  д а н н ы х  п р я м ы х ,  с о д е р ж а щ е м  н а ч а л о  к о о р д и н а т  ( ч е р т .  1 9 4 ) ,  и  
и з  к а к о й - н и б у д ь  т о ч к и  п р я м о й  у  о п у с т и м  п е р п е н д и к у л я р ы  M Q  и  MQ' н а  д а н ­
н ы е  п р я м ы е .
В  т а к о м  с л у ч а е
M <? =  S A f s i h ( < 3 S A f) ,  M ? '  =  S M s i n ( M S < 3 ' b  
Z  =  («Т) ■—  ■к. Z  MSQ' =  (7 В);
*
с л е д о в а т е л ь н о ,  п а р а м е т р  п у ч к а  р а в е н :
____ MQ   s i n  ( « 7 )
т ~  м е р  s i n  ( i f )  •
П у с т ь  д а л е е  п р я м а я  y  п у ч к а  р а с п о л о ж е н а  в  т о м  у г л е  д в у х  о с н о в н ы х  п р я ­
м ы х ,  к о т о р ы й  н е  с о д е р ж и т  н а ч а л а  к о о р д и н а т  ( ч е р т .  1 9 5 ) .  В о з ь м е м  о п я т ь  к а к у ю -  
л и б о  т о ч к у  М н а  п р я м о й  Y  и  о п у с т и м  и з  н е е  п е р п е н д и к у л я р ы  MQ и  MQ' н а  
н а ш и  о с н о в н ы е  п р я м ы е ;  п р и  п о д с ч е т е  р а с с т о я н и й .MQ и  MQ' н а д л е ж и т  п о м н и т ь ,  
ч т о  о н и  в  д а н н о м  с л у ч а е  р а з н ы х  з н а к о в .  И т а к :
MQ =  +  SAf • sin (MSQ)} MQ' =  — SAf > sin (Q'SM),
п р и  э т о м
Z  =  2 к  —  ( c q ) ,  /  Q'SM =  2 *  —  f t p ) .
С л е д о в а т е л ь н о ,  о к о н ч а т е л ь н о е  в ы р а ж е н и е  д л я  п а р а м е т р а  
и  в п р е д ы д у щ е м  с л у ч а е :
sin (ау)
т б у д е т ,  к а к
т
sin(Y§) *
Примените этот результат для вывода уравнений высот треугольника.
25 Зак. 2193. — Бюшгенс С, С. 385
851. Если предполагать уравнения двух первых прямых а ~  0 и р — 0 дан­
ными в нормальной форме, то
s in  (опт) _ _  s in  (« о )  _  _  ,  
s in  (у ? ) ’ s in  (Sp ) ~
• О я id CiK ;
откуда и получаем указанный результат.
Если каждая из двух основных прямых дается своим общим уравнением:
н =  0,
v =  0,
то для какой-либо прямой пучка
и — mv — 0
Параметр т  будет пропорционален отношению синусов, именно:
sin (ay)
т  =  — р. sin (ур)
где р. будет отношением нормирующих множителей для уравнений и =  0. и 
v — 0  двух первых прямых. Для второй прямой о того же пучка
и — m'v =  0
аналогично получим:
Sin (аЬ) 
^ sin (6,3 ) 1
отсюда попрежнему:
sin ( a y )  ж sin ( a S )  __ т  
sin (у (3 ) * sin ( o p )  т '
независимо от того, в какой форме берутся уравнения двух основных прямых 
(нормальной или общей).
853. В преобразовании (21') вершине базисного треугольника (1:0:0) 
-делена соответствовать та же вершина, поэтому, полагая в формулах (21'), 
Ччдфах: =  1, у  =  0, z —0, х г — 1, У  — 0, z' =  0, мы получим:
! = о _ _ о
а1 а2 а'А *
откуда следует:
а2— аъ =  0.
Из условия сохранения второй вершины (0:1:0) найдем:
0 =  i _  0 
b± b% V
-гЩР . Л
А  —
‘йакЬнец, из условия сохранения третьей вершины (0:1:0) получим:
или
0_ J) К 
Cl с2 с3
Ci=== с2 — 0.
Таким образом искомое преобразование будет вида:
х г _ У Г _  £' 
ах by cz 1
Где коэфициенты а, b, с могут иметь любые значения (кроме нулевых). В таком 
преобразовании сохраняются и стороны базисного треугольника, ибо, например, 
уравнение л: =  0 перейдет в силу данного преобразования в уравнение х' =* 0.
Найденные преобразования образуют группу, ибо два последовательный 
преобразования
х” _  у" __ z" х '_у  zr
a!xf Ь'у' c'z' 9 ах by cz ,
сохраняющих вершины базисного треугольника, дают преобразование
хгг __ уп __ z" 
аа' х ~~ bb'y ~  cc'z
того же типа, т. е. сохраняющие вершины базисного треугольника.
854. Преобразование (2К), относящееся к однородным декартовым коор­
динатам, прямые
х' +  iyr =  0 и х' — iyr — О
переводит в прямые:
(а у с  -j- by -{- су) -}- i ( а 2х  -j- by  .-j- c2z) =  О,
(atx -f by -f су) — i {aye -f bу  +  c2z) =  0,
Так как мы желаем получить прямые
х  +  iy =  0, лс — iy =  0,
то искомые коэфициенты должны быть связаны условиями:
—j— /#2 ■—|j~ ib2 сj - ic% di — ia2 b^  —* ib2 c| —- ic2
I  ~= 7 = о ’ i = — Г =  о 1
откуда
-Следовательно, искомое преобразование можно написать в виде:
х' _  уг __ _____ _______
ах — by ~~ bx-\- ay ~~ aye -f- b y  -J- су  *
855. Тогда А' лежит на пересечении прямой р.у -f- vz =  0 со стороною 
х =  0; для прямых у — 0, z — 0, (лу-f-v-г =  0 четвертым гармоническим будет 
луч АА", изображаемый уравнением py — vz =  0. Аналогично, прямая ВВ"  
изобразится уравнением \z — \х  =  0 и прямая СС" — уравнением )ог —■ р.у =  0; 
три  ^прямых:
ру —- vz — 0, \z — \х  =  0, }jc — ру =  0,
очевидно, проходят через одну точку.
Коррелятивное предложение можно формулировать так: пусть а \ I/, с' 
будут прямые, соединяющие произвольную точку плоскости с каждой из вер­
шин базисного треугольника АВС, пусть далее прямые а", b"t с" будут 
лучами четвертыми гармоническими для троек Ь с а cab', abcf (где а, Ь, с — 
стороны треугольника), тогда точки пересечения лучей а и а", b и Ь", с н с" 
будут лежать на одной прямой.
857. Она проходит через точку их пересечения.
858. Уравнение щ — 0 изображает бесконечно удаленную точку на оси Ох, 
уравнение а2 =  0 изображает бесконечно удаленную точку на оси Оу.
881. Точке л д : - * 2 соответствует поляра:
(яддд -(- а&Хя +  л1згз) +  (a 2i* i +  022*2 Н" <*23X3) ^ 2  +
4“ (031*1 4~ а32*2 4~ *3 = 0,
следовательно:
/
1 и1
/и
2
ги_  3
0Ц*1  4~ a\Z*2 4 "  <*13*3 Я 21*1 4 - <*22*2 4 - <*23*3 <*31*1 4 '  а  82*2 4~ <*33*3 9
это есть специальное коррелятивное преобразование, ибо
а%$ —  а 32* %1 ^  а 1В> а 12 ~  а 2Ь
38?
862. Возьмем перемещение фигуры, определяемое соотношениями:
Хх =  Хх cos а — х2 sin а -|- ах3, 
х2 — Х1 sin а +  х 2 cos а +  Ьх3,
3^ =  ^3,
тогда преобразование:
f — cix(xx cos а — х 2 sin а +  ах:8) -|- а2 (Xx sin а +  х 2 cos а -|- Ьх’3) +  а3х3,
\ьиг2 =: bx cos ос — х2 sin о. -|— ах<£) Ь2 (лг^  sin ос —{— х2 cos ос —|— Ьх3) —j— Ь3х3> 
\xiitjf == Сх (лг]_ COS ос — х 2 sin ос —J— ах3) —[— с2 (Хх sin а —{— х 2 cos 01 -J— Ьх3) —)— с3х3
будет полярным преобразованием относительно кривой:
(ах cos ос-\- а2 sin а) Хх2 +  ( — Ьх sin a - f  b2 cos а) х 2- +
—}— (сха —j— c2b —|- с3) х з^  —|- 2 ( — Сх sin a -j- с2 cos а) Х2Х3 —{- 
+  2 (с± cos ос-\-с2 sin а) хьХх +  2 (Ьх cos a -j- Ь2 sin а) ~х{х2 — о,
если выполняются условия (а23 — а32, азх =  а12 =  а21):
— ах sin а - \-а 2 cos а =  Ьх cos a-\-b2 sin ос,
&ia  ~Ь b%b Ь3 -= — Сх sin а С2 COS а, 
аха  +  а2Ь +  а3 =  сх cos a -f- с2 sin а;
эти последние и определяют нам нужное перемещение фигуры.
863. Плоскости, делящие пополам двугранные углы, изобразятся уравне­
ниями р  —  Y =  0 ,  Y —  а  =  0 ;  а  —  (3 =  0 ;  эти той плоскости проходят через одну 
прямую, ибо
(Р —  т ) +  (т  —  а ) +  (а  —  В  =  0 .
864. Они проходят через одну точку, определяемую условиями:
а — (J =  y == Ь.
871. Вывод уравнения точки, общей трем данным плоскостям, строится 
коррелятивно обычному выводу уравнения плоскости, проходящей через три 
заданные точки. Пусть искомая точка изображается в плоскостных координатах 
уравнением:
Аи +  Bv +  Cw -f- Dp — 0,
где отношения A :B :C :D  подлежат определению. Выразим, что искомая точка 
принадлежит (инцидентна) каждой из данных плоскостей (%: Vx' Щ :Pi)* 
(и2 : v 2 : w 2 : р 2), (и3 w 3 :W3 : р 3); координаты каждой из последних должны удовле­
творять искомому уравнению:
Aux Bvx “I- CWx -j- В)рх ==: 0,
Аи2 +• Bv2 +  Cw2 +  Dp 2 =  0,
Аи3 -j~- Bv3 - j-  Cw3 - j-  Dp3 =  0 ;
полученные уравнения и определяют отношения A :B :C :D . Исключая А, В, С, D 
из четырех написанных уравнений, мы и получим искомое уравнение точки:
и V w p
Vx wx Pi
и2 V2 w2 P2
V3 w3 P'3
или сокращенно в виде:
I и ихи2и3 1 =  0.
3 8 8
873. Уравнение прямой АМ0, соединяющей вершину Л с даннойточкой М0г 
будет:
v_
точка А' пересечения этой прямой с противоположной стороны определится 
условиями;
( А ' \
К } 0 “  v0 — *
Аналогично точка В1 пересечения 
условиями
(ВО
прямой ВМо со стороною АС определится
равным образом для третьей точки получим:
Стороны искомого треугольника определятся как прямые, проходящие 
через каждые две из указанных точек:
и •»-_ V W
{В'С')
•г
ио 0 Щ =  0
0
или
— +  — +  — =  0, 
и0 1 v 0 1 w 0
и V . W
(СМ°  +  щ
и , V W .
(Л-'ВО — --------- —  =  0.k } Щ Щ щ
874. Пусть две заданных прямых изображаются уравнениями и =  0 , г> =  0 , 
а прямая чер^з две из данных точек изображается уравнением w =  0; тогда 
заданные три точки определятся соотношениями:
(Л')
(В > у
Пусть вершина Л треугольника, лежащая 
соотношениями:
на прямой и== 0, определится
а вершина В, лежащая на прямой v — Q, соотношениями:
и _ v ‘__w
Т  — O' ~  Т  *
Условимся, что сторона АВ проходит через точку С', тогда:
лзР +  ^  =  Q;
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далее уравнения сторон ВС и ЛС напишутся в виде:
(ВС) — Ъхы -|- axv +  \bxw —  О,
(АС) +  h u — a2v +  Pa2w — О-
Исключая из трех последних соотношений X и р, мы получим уравнение 
геометрического места третьей вершины треугольника:
aBbLw ( — b2u +  a2v) +  b3a2w (Ьхи — axv) +  с3 (Ь2и — a2v) (Ъхи — axv) =  О,
которое будет изображать некоторую линию 2-го порядка.
876. Центр тяжести треугольника от его сторон находится на расстоянии
соотношение (18) дает:
откуда следует, что множители Хх, Х2, Х3 пропорциональны сторонам треуголь­
ника:
ах а2 а3 ’
координаты центра вписанного круга будут:
h r h r
или
877. Для центра круга имеем:
J _  =  J _
V \  ’  V  V ’
откуда Хх =  Х2 =  Х3, а тогда координаты центра тяжести будут:
(hx: h2: h3).
878. Если преобразование сохраняет одну из вершин базисного треуголь­
ника (1:0:0),  то уравнения
Xa1 — s ) x +  Ъху  +  схг =  0, '
а2рс +  (р2—' s)y +  C2Z == 0, («)
b v  ~f~ У  +  ( с з ~~~ s ) z  —  0 .
должны при s =  sx допускать решения х — I, у  =  0, г =  0; следовательно:
. *
— i^> а2 ~  #з — 0;
если сверх того преобразование сохраняет две различных точки (0:ух: 2Х) и 
(0 :у2: z2) на противоположной стороне, то прежде всего для этих координат 
должно удовлетворяться первое из уравнений (а):
и^У1 ~  0» Ь\У2 +  clz2 — О»
У1 *t
а потому Ьх =  0, сх — 0.
У 2 ~  Н
м теперь, что две неизменных точки на стороне х
У\ — Р +  Щ* =  p' +  lqf\
0 будут:
z% ==■ />'— ЩГ.у
примем тогда за стороны базисного треугольника вместо прямых у/ =  0 и 2 — О 
прямые qry — qz — 0 и р 'у —p z ~  0; в таком случае за новые координаты 
неизменных точек можно принять:
Y i~  I, Z\ =  — i\ Y% =  3, ^2 — А
Пусть соответствующие корни характеристического уравнения будут:
«5*2 =  «  +  $ >  s 3 =  a — 7‘Р,
тогда указанные выше уравнения (а) дадут:
#2 =  «, 2^ == * Р; h  =  Р, =  *•
882. Две плоскости
£
.Уо
проходят через первую вершину тетраэдра и точку Л40> поэтому они пересе­
каются по прямой, соединяющей точки А и М0; точка Аг пересечения этой 
прямой с противолежащей гранью данного тетраэдра определится координа­
тами:
(ло £ = £ =  7  =  f
“  Уо *о щ
Аналогичным образом получим координаты двух вершин искомого тетра­
эдра:
и тогда легко составить уравнения его граней как уравнения плоскостей, про­
ходящих через три заданных точки; грань — BrCrDf, например, изобразится 
уравнением:
*0 Jo 2о h
884. Возьмем два последовательных коррелятивных преобразования пло­
скости:
ауе' +  а$у' +  a y r bye' - f b2yr -f by' eye1 +  c2y' +  cyF * 
и' v' wr______
aye - f a2y +  ay  \ x  +  b2y +  bsz ~C\.xc2y c y
\ • •’
Прямой u ':v ':w r в первом преобразовании будет соответствовать точка 
хг/:у1' : z"y определяемая соотношениями:
алх" +  Ьуу” +  су" _  а ус? -f b2yn +  су" ^ ayf' -f bsy" +  су" 
и' v' w' ’
поэтому точке x " :y " :z "  после двух последовательных коррелятивных преобра 
зований будет соответствовать точка x : y : z  в  силу соотношений:
aye" +  hУ” +  c^ rf __ ЧХП +  byy" +  су" _  aye" - f byf +  Ч2” , 
aye -{- (iу  -f- ay  bye -f- b2y  -}- by eye -f- c%y -j- cy
но эти последние, очевидно, определяют коллинеарное преобразование.
Аналогичное доказательство может быть проведено и для пространства.
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К главе XXIII.
f
889. В силу данного тождества нормированное уравнение четвертой окруж­
ности (если уравнения данных окружностей уже нормированы) можно напи­
сать в виде:
X C + f x C '  +  v C "  Л  
" X + V + v  5 = 5 0 5
тогда радикальные оси каждой из первых трех окружностей с последней
q ____ Х С  - [ -  \ъСг sC/r _ _  q  q, ______Х С  [iCr чС" __ ^  £ „ ____ Х С  - f -  рС' - | -  чС" _  *
X  +  I J .  +  V  * X  +  | х  - | -  v  ~  ’  X  —|— { х  —)— v  ~  ’
очевидно, проходят через радикальный центр трех первых окружностей, кото­
рый определяется соотношениями:
С  =  С '  =  Сп,
890. Так как соответствующие точки лежат на одном луче, выходящем из 
центра О данной окружности, то, принимая последний за начало координат мы 
получим:
х1 __ у г ОМ' 
х ~  у ~  ОМ
или в силу соотношений
ОМг -ОМ =  г2, ОМ2 =  х2+ у 2
окончательно:
х' __ у' _  г2 
х ~  у ~  х2 -\-у2 *
Прямая
Ах' +  By' +  С =  0,
преобразуется в линию, изображаемую уравнениями:
(Ах +  By) г2 +  С (х2 +  у2) =  0,
т. е. в окружность, проходящую через точку О.
Уравнение окружности
х '2 +  У 2 +  Мх' +  Ny' +  Р =  0,
не проходящей через точку О (т. е. при Р Ф 0), преобразуется в уравнение:
г4 +  г2 (Мх +  Ny) +  P (х2 +  у2) =  0,
т. е. в уравнение окружности.
891. Уравнение 3-й степени относительно к, указанное в тексте, в данном 
случае примет вид:
— к21 а^ аоаь | | аьа^ аА \ +  k\ ахага21 \ахаъал | =  0,
где символ |,apciqar | обозначает определитель:
dp dq d r
bp ъч К
Ср с ч Су
Полученное уравнение имеет три решения:
At =  со, А, =  , * =  о.
892. Две окружности пересекаются в двух точках на конечном расстоянии 
А'< А" (действительных или мнимых) в двух циклических точках С'х С'\ три
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ййры их общих хорд будут: 1) ЛМ" (радикальная ось) и С  С" (бесконечно 
удаленная прямая), 2) А'С' и ArrС" , 3) Л'С" и
895. Уравнение ау — т$2 =  0 изображает пучок линий 2-го класса, касаю­
щихся в точках а и у прямых, выходящих из точки р.
897. Развернем уравнение (12):
(1—a f l x 2 — 2 афьху +  (1 — Ь i2) у2 — 2 ( *0 +  а ^ )  л: — 2 Су0 +  V i)  У +
Т" Хо2 -j- у о2 — О
и потребуем, чтобы оно было тождественно с уравнением эллипса:
v
тогда коэфициенты этих уравнений должны быть пропорциональны:
1 — __ — 2а1Ь1 1 — __ 2 (лг0 -|- а ^ )  _  2 (yQ -f- х02 -f- у02 с{2
_1_ 0 ~  J_ 0 0 — 1
а2 Ь2
Таким образом должны удовлетворяться нижеследующие условия:
а2 (1 -  а?) =  Ь2 (1 -  Ь& =  -  хо2 -  Уо2 +  <Т2,
=  0, Xq -f- aiCi — 0, Уо~\~ b±Ci — 0;
решим полученную систему уравнений, найдя все параметры х0, y0i аъ Ьъ clt 
определяющие как искомый фокус заданного эллипса, так и соответствующую 
директрису.
Если принять #1 =  0, то мы получим, полагая с2 =  а2— b2:
х0 =  ± с , уд =  О,
at =  zt е, bt — 0, сг — а ;
если же предположить ах =  0, то указанные выше уравнения дадут:
хо =  0, уд =  ±  ci,
«1 =  0, ^  =  zt у  /, =  Ъ.
Таким образом эллипс имеет четыре -фокуса: два действительных на боль­
шей его оси и два мнимых на малой оси; каждому фокусу соответствует своя 
директриса.
898. См. предыдущее решение.
899. Для определения фокусов параболы будем ее рассматривать как пре­
дельный вид центральной кривой 2-го порядка, взяв, уравнение последней, 
отнесенное к ее вершине:
qx3 -\-у2 — 2 рх — 0.
В таком случае
 ^ «I2_ ' 2афу __ 1 bj2 __ 2 (хр -{- ci\Ci)_ — 2 {ур -f- b±c )^_
q 0 1 — 2/7 — 0 ~
_ Хр2 - f Jo2 — сх2
~  О
\ ,
ofкуда .
1 ai2 __ i _ь 2 ~  х° GlCl
q 1 р
ai Ь\ =  0, ур -f- Ь1с1 =  0, х02 -(- ур2 — с{2
Предполагая сначала ^  =  0, мы получим:
Р
° 0.
«1 =  V 1 — > *0  =  2^ 1. >0 =  0, =
где г =  1 или $ = — 1.
;
когда 0, эти решения дадут нам в пределе два фокуса на оси парад
болы, один на конечном расстоянии х0 
Предположим далее ах — 0, тогда
Р  . Л =  —  h ci> bi
Р , другой — бесконечно удаленный.
х:() 1
1 £/? 
, С1 =
Ч ' -  ...........  r 1 ’ ;  У д  ’
здесь при q 0 "мы получим два мнимых бесконечно удаленных
фокуса; заметим, что в последнем случае
— 1 ;Уо _ Vt<7х0 р
Уппри q-> 0 получим lim — = — е/, т. е. эти
ческими точками на бесконечно удаленной прямой.
* 900. Угловой коэфициент касательной эллипса должен быть равен i, поэтому
« 2 у ~~
Решая это уравнение совместно с уравнением эллипса, мы найдем коор­
динаты точек прикосновения:
. а 2  , ■ Ь Чx  =  z£--- , у  =± z t—с с
и затем еще две точки касания изотропных касательных с угловым коэфи- 
циентом — /;
. а °  х = ±  — , ус
ЬЧ
с
а  +  ®зР +  ® за  +  Р +  °>1Т =  —  ,
« п  «11
О +  «lP +  У =
Нетрудно убедиться, что касательные с различными угловыми коэфицйен- 
тами пересекаются по две в четырех фокусах эллипса.
904. Уравнения (23) определяют координаты центра и радиус шара:
_ £и
« и ’
а2 _|_ 2^ _|_ Т2 _|_ 2 о)1Ру +  2 эда +  2 о>3ар — г2 =  ;
«И
последнее из них на основании трех первых можно представить в виде:
а и а  -|- Я24? +  «34Т +  а п г2 ~\~ «44 — 0.
Исключая из указанных четырех уравнений а, р, y> мы получим соотношение:
1 со2 £14
Лц •
w3 1 0)1
£24
«11 =  о,
0)2 0)1 1
«11
«ы «24 «34 «11г2 +  «44
откуда легко найти г2.
Результат можно представить и в другом виде, если использовать соотно' 
шения (22); тогда предыдущее уравнение будет:
« и «12 «13 «14
«21 «22 «23 «24
«31 «32 «33 «34
«41 «42 «43 «И ''2 +  «44
=  0,
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откуда
А*2 —
« 11°
906. Возьмем шар
{х аУ  +  (у — b y  +  (z — с у  — г/'2=  0,
проходящий через круг пересечения данного шара и заданной плоскости; 
его радиус будет равен радиусу круга пересечения, если его центр лежит 
в данной плоскости, т. е. если
Acl' +  BV +  Cc' +  D =  0. (а)
Данная плоскость должна быть радикальною плоскостью двух шаров: дан­
ного и выбранного, поэтому
а '2 +  Ь'2 сп а b2 — с2 — гг2 -|- г2
(?)
а  — а '  Ь — Ы  с — с' _
~~А~~  ~ ~ Ё Г  — С ~~ 2£>
V
Исключая из соотношений (а) и (р) координаты аг, У, сг, мы получим:
(Аа +  ВЬ +  Сс +  D f
полученный результат и непосредственно очевиден, ибо радиус гг искомого 
круга и расстояние центра данного шара от заданной плоскости образуют 
прямоугольный треугольник, гипотенузой которого служит радиус г данного 
шара.
908. Плоскость кругового сечения эллипсоида, отстоящая от центра на 
расстоянии d, изобразится нормальным уравнением:
с У  а2
Ь Y  а2
Ь2 а У Ь2— с2
х  +  е ' , _Л-А- - =  z +  d == 0, -с2 Ъ У а2 с-
где е и е' принимают значения, равные либо + 1 ,  либо — 1. 
Поверхность, изображаемая уравнением:
■« 172
у - Z2
1 +
+  ( £ У  Cl2— Ь2 —  +  £ ' У* 62 —  С2 —  + L ^ a2~ .c! ) (Ах +  By +  -)-ас J 0,
будет проходить через выбранное круговое сечение эллипсоида; она будет 
шаром, изображаемым уравнением:.
{х -  а)2 +  ( у -  р)« +  (г  -  Y)2 -  >'2 =  0,
если выполняются условия:
1 .
У* Я2 — iр 4 1 162 с2 =
Z) 6 У  а2
л ‘ асе У*я2--Ь2
=
>2dA
2а
/  *2 f2 Л  _|_ £2с ас * +
Ь У  а2 — с2 
ас
dD
2Y
Л
а2 y2 — г-
С£  =  0, Р =  0, е' У — С2 —  -f  е У*я2 — Р
а
0.
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Этот шар будет иметь радиус, равный радиусу кругового сечения, если 
центр шара лежит в плоскости кругового сечения, т. е. если
£ У  а2 — Ь2 — 4 - £'а У  Ь2 — с2 J .  _)_с
b У  а2
ас d =  0.
Из приведенных выше соотношений радиус искомого кругового сечения 
определится в виде:
909. Результат получится применением метода, указанного для решения
предыдущей задачи. .
910. Уравнение изображает пучок поверхностей, каждая из которых имеет 
изотропные касательные плоскости, общие с первоначальною поверхностью.
911. Для нахождения фокальных линий конуса можно применить тот же 
метод, который в тексте указан для центральных поверхностей.
913. Из указанного квадратного уравнения для X мы получим действитель­
ные решения, если
(/д2 +  г£  — d2)2 — 4/д2г22 >  0
или, разлагая левую часть на множители:
(Г\ — ^  +  d) (г{ — /'2 — d) (/д +  r% d) (/д -f- /'2 d) ^  0.
Если окружности не пересекаются, то они 0 < ^ < | / д —гг \ или +
в обоих случаях указанное неравенство выполняется, и корни )ч и X» дейвгеи- 
тельны; если же окружности пересекаются, то
k i  — r- i \ < d < r i  +  r2, 'Гу
и неравенство не выполняется, т. е. X, и X., мнимы. Если окружности касЯ^ся 
внешним или внутренним образом, то предельные точки действительны ^^со­
впадают с точками касания. \
Радикальная ось двух окружностей С1+ Х /С2 =  0 и +  Х"С3 =  0 данного 
пучка изобразится уравнением:
C i  Д- х 7 с  2  C i  __ л
1 +  X' . 1 +  X"
или по упрощении:
Cj — С*2 =  0.
917. Прямые, соединяющие соответственные точки двух проективных 
рядов (точек), касаются линии 2-го класса; прямые, содержащие данные проек­
тивные ряды, также принадлежат к числу касательных этой линии.
918. Ангармоническое отношение четырех точек, в которых какая-либо 
касательная линия 2-го класса пересекается четырьмя другими ее касатель­
ными, постоянно.
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